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L es Fonctions H olomorphes.

On notera z = x + iy avec x et y des réels.

E xercice 1

Montrer que toutes les fonctions dérivables de C dans R sont les fonctions réelles constantes.

E xercice 2

Déterminer toutes les fonctions holomorphes f de C dans C, et telle que f(z) = g(x) + ih(y),
où g et h sont deux fonctions dérivables de R dans R.

E xercice 3

Dire si les fonctions suivantes sont dérivables de C dans C ? a, b et m sont trois réels donnés.

f(z) = (ax − iby)2 + i(bx + aiy), g(z) = m
x4 + y4

1 + x2 + y2
, h(z) = |z| + i Re(z).

k(z) = exy cos

(

x2 − y2

2

)

− i exy sin

(

x2 − y2

2

)

, ℓ(z) = (ex cos y + i tg y) + i(ex sin y + ix2),

m(z) =
z

z2 + 1
− z2, n(z) = Log |z| + i Arctg

z − z

i(z + z)
·

E xercice 4

Montrer que les fonctions suivantes sont harmoniques. α, et β des réels donnés.

u1(x, y) = 2x2 − 2y2 + 3y, u2(x, y) = sh 2x cos 2y,

u3(x, y) = ex(x cos y − y sin y), u4(x, y) = e−2xy sin(x2 − y2),

u5(x, y) = α log(x2 + y2) + β, u6(x, y) = ex2
−y2

cos(2xy).

Déterminer vk la fonction harmonique conjuguée de uk . Exprimer uk + ivk à l’aide de la seule
variable z.
E xercice 5

Peut-on déterminer une fonction f , dérivable de C∗ dans C, telle que Re f(z) = Arctg(y/x), et
f(1 + i) = π/4 ? Dans l’affirmatif, en déduire une fonction g, dérivable de C

∗ dans C telle que
Im g(z) = Arctg(y/x); (on utilisera la détermination principale du logarithme) .

E xercice 6

Trouver toutes les fonctions harmoniques de la forme :
1. u(x, y) = ϕ(x2 − y2), ϕ fonction de R dans R à préciser.
2. P (x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + αx + βy + γ.
Préciser le conjugué harmonique de u(x, y) et de P (x, y).

E xercice 7

Soit (u, v) un couple de fonctions harmoniques conjuguées dans un domaine D ⊂ R2; les
fonctions u et v ne s’annulent pas simultanément dans D. Montrer que la fonction

T (x, y) = Log (u2(x, y) + v2(x, y))
est harmonique dans D.
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