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Introduction et Guide de lecture

Ces notes de cours ont pour but d’introduire et de présenter les modeles mathématiques
de marchés financiers en temps discret et continu, I'objectif principal est de comprendre les
bases de la théorie d’options et d’obtenir les premieres notions de la gestion des risques fi-
nanciers. Elles sont destinés principalement aux étudiants du Master 2 7 statistiques et ap-
plications ” ainsi qu’aux éleves de maitrise de "mathématiques appliquées” qui s’orientent
vers les domaines de recherches de 1’Actuariat, la finance et controls stochastique. Elles
sont largement inspirées de plusieurs sources, dont principalement [1], [4], [7], [16], [17]
et [18].

Le contenu de ces notes de cours est organisé comme suit :

On commence par un chapitre clé de la finance des marchés, dont les notions essentielles
I’absence d’arbitrage et la couverture font I’'objet de notre étude .

Le deuxieme chapitre récapitule les notions générales de processus stochastiques et
introduit en particulier la classe des processus gaussiens, on introduit le concept de mar-
tingale et on visite les principales propriétés connues pour application en finance. On
présente aussi le mouvement brownien, processus stochastique central, qui fait 'objet de
la construction de I'intégrale stochastique et de la modélisation mathématique des marchés
financiers en temps discret et continu.

Dans le chapitre 3, on expose les principales idées de la théorie des options dans le
cadre mathématique associé aux modeles a temps discret. a la fin de chapitre on décrit le
modele de Cox-Ross-Rubinstein.

Le chapitre 4 est consacré au Calcul d’Ito, qui nécessite la connaissance des inté-
grales stochastiques et ses principales propriétés. On présentera ainsi a la fin du chapitre
les équations différentielles stochastiques. Tout cela sera intensivement utilisé au dernier
chapitre.

Le chapitre 5 introduit le modele a temps continu de Black et Scholes qui décrit
I’évolution des cours des actifs financiers, dont la méthode utilisée repose sur des idées
analogues a celles déja introduites dans les modeles discrets dans le chapitre3.

Nous proposons a la fin des chapitres 2 et 4 des exercices partiellement résolus qui pourrait
figurer dans les épreuves des examens. En outre, les étudiants devraient essayer de produire
leurs solutions pour les exercices non résolus. C’est par la recherche d’'une solution que
I’'on apprend la plupart des mathématiques.
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Chapitre 1

Problemes des marchés financiers

La notion de Marché financier est une notion trés ancienne qui est apparu au 14°™¢
siecle sous l'impulsion des Italiens et qui s’est propagéa aux autres pays de ’europe la fin
16°™¢ sciecle. Un marché financier est un lieu (par fois virtuel) sur lequel des personnes,
des sociétés privées ou étatiques peuvent négocier des titres financiers, matieres premieres
et autres actifs, a des prix qui refletent 1'offre et la demande.

Le domaine de la finance est particulierement large, et se divise en deux catégories :

La premiere est la finance d’entreprise (corporate finance) et la seconde est la finance
de marché(market finance).

La finance d’entreprise se base essentiellement sur des mathématiques simples alors que
la finance de marché repose sur des mathématiques complexes et engendre de nombreux
travaux mathématiques. Nous allons voir dans ce chapitre que le concept de base de la
finance de marché est le risque et que les mathématiques produisent des outils tres efficaces
de gestion de risque. Les notions de ce chapitre sont tirées de [3], [6], [16] et [27].

Les termes anglo-saxons se sont largement imposés dans la littérature des marchés
financiers. Nous privilégions souvent l'utilisation de ces termes plutot que des termes
frangais, moins utilisés.

1.1 Marché financier

Définition 1.1.1.
Le marché financier est un lieu (parfois virtuel) ou l'on achéte et vend des titres
financiers (ou bien actifs financiers).

1.1.1 Actifs financiers

Les actifs financiers sont des contrats ou les parties s’échangent des flux d’argent

— Une quantité donnée d’un actif financier (action, obligation, indice boursier,
devise, matiére premiere, ou un autre produit dérivé), est appelée actif sous-jacent
(underlying asset).
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— Prix d’un titre financier (price) : ¢’est le montant convenu entre les deux parties

en échange du titre.

— Maturité ou échéance(Maturity) : c’est la date a laquelle I’échange doit avoir

lieu.

— Prix de livraison ou prix a terme (dettlement price or forward price) :

c’est le prix auquel 'actif sous-jacent est échangé.

Les transactions peuvent étre directes entre le broker et le client (over the counter)

ou sur une place financiere organisée telle quune bourse (stock exchange).

Une bourse est un marché financier institutionnel avec un réglement spécifique choisi

de maniere & améliorer les conditions des transactions.

1.1.2 Role des marchés financiers

Les principales caractéristiques d’un marché financier sont :

— La rencontre de deux contreparties (vendeurs et acheteurs).

— La cotation continue des produits financiers.

— L’élaboration de bonnes conditions pour les transactions en prenant en compte les

objectifs opposés des acteurs du marché.

1.1.3 Principaux marchés

Il existe quatre principaux marchés financiers classés par type d’actifs sur lesquels les

investisseurs particuliers peuvent acheter ou vendre différentes valeurs mobilieres , il s’agit

de :

Marchés de taux d’intérét, c’est-a-dire les marchés de la dette, il est d'usage de

séparer en :

— 1. Marché obligataire c’est le marché sur lequel s’échangent les obligations des
entreprises et des Etats, pour les dettes originellemnet a moyen ou long terme;

— 2. Marché monétaire pour les dettes a court terme (moins d’'un, deux ou méme
parfois trois ans a son émission).

Marché de change, ou Forex, ou l'on échange des devises des pays les unes

contre les autres;

Marché d’actions, c’est-a-dire des titres de propriété des entreprises, qu’on appelle

plus couramment la Bourse. C’est sur ce marché que s’échangent les actions des

sociétés cotées.

Marchés des deux métaux précieux, I’Or et ’Argent, a la frontiere avec

les marchés organisés de produits de base(en anglais : commodities), sont mi-

nuscules en regard de la taille désormais atteinte par les autres marchés. ces deux

métaux sont de moins en moins monétisés.

Les marchés financiers sont autrement classés et caractérisés par trois criteres :
— Premier critere : Marché primaire / Marché secondaire

6
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1. Le Marché primaire : Mise en contact direct d'un émetteur d’un instrument
financier (action, obligation,...) avec un investisseur. Le montant investi in-
fluence directement 1’étendue financiere de I'instrument financier (capital pour
actions et dette pour obligations).

2. Le Marché secondaire : Les instruments financiers, créés au préalable, sont
librement négociés entre deux ou plusieurs investisseurs. La réalisation de la
transaction n’influence pas les engagements pris par I’émetteur, qui est tout a
fait étranger a la transaction.

Remarque 1.1.1.
Les marchés secondaires assurent la liquidité sur des instruments créés préalable-
ment sur un marché primaire. Ils offrent la possibilité a un investisseur de la pre-
maere heure de se dégager d’une position qu’il a prise.

— Deuxiéme critére : Marché réglementé / Marché de gré a gré

. Le Marché réglementé : Institution ou se présentent les acheteurs et vendeurs
1. Le March 1 té : Institut tent 1 het t d
de valeurs mobilieres pour réaliser de maniere anonyme leurs transactions. Le
prix de la transaction est déterminé par le marché en fonction des conditions
présentes sur celui-ci et l'investisseur ne connait pas sa contrepartie car le
marché s’interpose.

2. Le March de gré a gré : Marché ou deux contreparties se mettent en rapport
pour réaliser une transaction ponctuelle. Lorsqu’un opérateur traite un ordre
de bourse, il prend contact avec plusieurs contreparties qui ont un intéréet dans
la valeur en question.

— Troisieme critere : Marché dirigé par les ordres / par les prix

1. Le Marché dirigé par les ordres : Les opérateurs transmettent les ordres de
bourse au marché qui les classe par sens (achat / vente), puis par la limite
fixée par I'investisseur et la liquidité n’est apportée que par ce dernier.

2. Le Marché dirigé par les prix : Des opérateurs particuliers apportent de la
liquidité (c’est-a-dire des ordres de bourse) en se placant a la fois a I'achat et
a la vente pour une quantité importante de titres. Il s’agit des Market Makers
et la liquidité est assurée par ces derniers.

1.1.4 Produit primaire

Un produit primaire est un titre avec une rémunération indépendante de tout autre
titre. Il existe deux types de produits primaires : les actions et les obligations.

Obligation (bond)

L’obligation est un titre financier correspondant a un emprunt pendant un temps fixé
dont le risque de défaut (default risk) est supposé inexistant lorsque l'obligation est
émise par 1’état, celle-ci est échangée sur les marchés obligataires.
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Elle est vendue sur le marché primaire a un prix proche du montant nominal M
(la somme empruntée) puis elle est échangée sur le marché secondaire a un prix qui
fluctue.

Une obligation est déterminée par :

— Une durée,

— Un taux d’intérét.

Remarque 1.1.2.

Le taux d’intérét d’une obligation est choisi en fonction du risque de faillite de ’insti-
tution. Ce risque est évalué grace a des notations faites par des institutions indépendantes.
Le prix d’une obligation dépend du montant nominal M, de la date d’échéance N, et des
coupons.

Coupons

Ce sont des montants I,,,, I,,,,- -+ , Inx versés par 'emprunteur aux dates ny,ng, ..., N
fixées a 'avance et qui correspondent a des intéréts sur le nominal M.

En d’autres termes, le revenu percu par le détenteur d’une obligation est appelé
"intérét” et d’'une action est appelé "dividende”.

Exemple 1.1.1.
Les flux financiers F,, d’une obligation de montant nominal M = 150 € et de maturité
N =4 ans versant un coupon annuel de 8% sont :

F,|12€ | 12€ | 12€ | 160 €

Obligation zéro-coupon (zero-coupon bond)

C’est une obligation qui ne verse pas des coupons donc a I’échéance, seul le nominal
est remboursé.

Lorsqu’il y a suffisamment de zéro-coupons, il est possible de construire la courbe des
taux de rentabilité annuelle en fonction des échéances, appelée courbe des taux zéro-
coupon par terme (zero-rate cuvre).

Lorsque cette courbe est croissante, cela signifie que le marché attend une rentabilité
d’autant plus grande que ’échéance est lointaine, c’est a dire le risque de taux est
important.

Au contraire une courbe décroissante signifie que le marché anticipe une baisse des
taux.

Une courbe plate n’existe jamais en pratique mais signifierait un taux d’intérét
constant dans le temps.
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Action (share)

Une action est un titre de propriété d’une entreprise qui n’est pas remboursable.

— Le prix d’une action est défini par sa cotation en bourse. Une action peut étre vendue
ou achetée a n’importe quel moment (pendant les heures d’ouverture de la bourse).

— Le détenteur d’une action devient un associé, proportionnellement au nombre de
titres qu’il détient. De plus, ’actionnaire a des droits sur :
— Le management,
— Les bénéfices,
— L’actif social.

— Les émetteurs des actions sont des entreprises. L’émission d’actions permet de re-
couvrir son investissement initial et ses bénéfices.

— Une action est un produit tres volatile, lié a la fois aux performances de I'entreprise
et a la situation du marché. sa cotation est constamment réévaluée en fonction de
I'offre et de la demande sur les marchés financiers.

1.1.5 Produit dérivé

Un produit dérivé (derivation) ou actif contingent est un titre dont la valeur
dépend d’un autre titre appelé 'actif sous-jacent.

Il existe une multitude de produits dérivés. Les principaux exemples sont :

Les futures, les forwards et les options.

Contrat a terme (forward)

C’est un contrat qui donne a l'invertisseur l'obligation d’acheter ou de vendre un titre
a un prix défini a I'avance pendant une période fixée.

Future (futur)

Ce sont des contrats a terme négociables.
Il y a une petite différence entre les contrats a terme et les futures :
— Le forward est payé a maturité, alors que le future est marqué au marché.
— Le contrat future est échangé sur un marché organisé, le contrat a terme est de gré
a gré (Over The Counter).
— Les prix du future et celui du foward sont différents lorsque les taux sont stochas-
tiques.

Option

Un tel titre est appelé option d’achat (call) ou option de vente (put).
Notre sujet porte sur le prix d'une option. Nous donnons une importance particuliere
a étudier ce produit. Ses principales caractéristiques sont :
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— Le strike, noté K : prix d’exercice de l'option, qui est choisi et fixé a l'instant

initial.

— Le prix de 'option : prime de risque plus marge de l'intermédiaire.

— La date d’expiration, notée N : fin de la période, elle aussi fixée a I'instant initial.

— La fonction payoff : fonction qui détermine la transaction finale.

— Des contraintes annexes. Par exemple, si le sous-jacent passe un certain niveau,

le contrat s’annule (option barriere).

Les options les plus simples, et généralement les plus liquides (les plus vendues), sont
les calls et les puts de type européens ou américains. Ces options sont souvent appelées
option vanilles. Les autres options, appelées options exotiques, sont généralement
beaucoup plus difficiles a préciser.

Les options peuvent étre utilisées :

— Soit en couverture de risque de baisse ou de hausse,

— Soit pour spéculer a la baisse ou a la hausse du sous-jacent,

— Soit pour spéculer sur la volatilité.

On distingue deux grands types d’options.

Option européenne

Contrat qui donne a son détenteur (celui qui achéte le contrat) le droit, et non I'obli-
gation, d’acheter (option d’achat=call) ou de vendre (option de vente=put) une certaine
quantité d’un actif financier (sous-jacent) a un prix fixé ou prix d’exercice K (strike price)
4 une date fixée a 'avance (maturité).

Exemple 1.1.2.

Une option d’achat sur une tonne de blé a K = 150e la tonne dans un ans. Si a
Iéchéance N, (Sy — K) < 0 le priz d’ezercice est supérieur au cours Sy la tonne de blé,
le détenteur de l'option n’a pas intérét a [’exercer, par contre si Sy > 150e, l’exercice de
loption permet a son détenteur de réaliser un profit égal a Sy — K. Le gain de 'achteur
de Uoption a l’échéance est égal a : Cy = (Sy — K); = max(Sy — K,0), de méme le
gain du vendeur de l'option a ’échéance est égal a : Py = (K — Sy); = max(K — Sy, 0).
Notons donc que, la valeur a [’échéance d’une option est toujour positive.

Option américaine

Contrat qui donne a son détenteur le droit, et non 1’obligation, d’acheter ou de vendre
une certaine quantité d’un actif financier a un prix et a n’importe quel moment entre la
date initiale et I’échéance (une date fixée a I'avance).

Ce droit lui méme s’achete ou se vend, cela sur un marché d’options (une bourse
spécialisée, ou au gré a gré), contre un certain prix, appelé prime en frangais et premium
en englais.

Remarque 1.1.3.
La valeur d’une option américaine, relativement a une option européenne, est donc
plus onéreuse, étant donné qu’elle donne plus de possibilités d’exercice a son détenteur.
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Option asiatique

Il existe un troisieme type d’option qui fonctionne comme l'option européenne a la
différence que le détenteur dispose d’un droit supplémentaire. Il peut soit exercer ’option
call ou put au prix d’exercice (fixe), soit & un prix moyen qui est une moyenne généralement
arithmétique, parfois géométrique du prix du sous jacent pendant la durée de vie de
I’option.

1.1.6 Stratégie de couverture ou de spéculation

— L’achat d’un call (long call) permet de se prémunir contre une hausse éventuelle
du sous-adjacent.

— De méme, le détenteur du sous-jacent pourra se prémunir contre une baisse de celui-
ci en achetant un put (long put).

Dans ce cas, cette position de ’agent est une stratégie de couverture du sous-jacent.

— L’achat d’un call ou la vente d’un put (sgort put) peuvent également étre des
stratgies de spéculation a la hausse du sous-jacent.

— De méme, la vente d’un call (short call) ou 'achat d’un put sont des stratégies
plus complexes, par exemple I'anticipation d’une variation du sous-jacent dans un
sens indéterminé (& la hausse ou a la baisse) peut conduire & acheter simultanément
un call et un put a la monnaie, c’est a dire le prix d’exercice est égal au prix du
marché actuel.

Dong, la couverture (hedging) est une protection contre le risque généré par une posi-
tion. On trouvera plus de détails sur les stratégies de couverture ou spéculation dans [5].

1.2 Valorisation (Evaluation)

La valorisation (pricing) d'un titre financier est I’évaluation de sa valeur, ne pas
"mettre en exploitation” ou bien a "augmenter la valeur” comme l'indiquent les diction-
naires, mais simplement a évaluer.

La notion d’arbitrage fournit un premier moyen de le faire.

Le probleme d’évaluation des produits dérivés

L’évaluation (on dit aussi "valorisation”) des produits dérivés se ramene souvent au
calcul du prix d’aujourd’hui d'un actif dont on ne connait le prix qu’a une date future. Il
se ramene donc au calcul d’'une espérance conditionnelle.

11
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1.2.1 Hypotheése de non arbitrage (A.O.A) et relation de parité
call-put

L’une des hypotheses fondamentales des modeles usuels est qu’il n’existe aucune stra-
tégie financiere permettant, pour un cotut initial nul, d’acquirir une richesse certaine dans
une date future. Cette hypothese est appelée absence d’opportunités d’arbitrage
(A.O.A), et est jutifiée par 'existence d’arbitrage, acteurs sur les marchés dont le role
est de détecter ce type d’opportunités et d’en profiter. Ceux-ci créent alors une force qui
tend a faire évoluer le prix de 'actif vers son prix de non-arbitrage.

Il n’existe pas beaucoup d’arbitrages sur les marchés développés. De plus, si un arbi-
trage apprait, les traders prennent avantage de celui-ci et donc il disparait.

Arbitrage et prix unique : dans de nombreux modeles financiers, le prix et la
straégie de couverture sont uniques. L'unicité est garantie par I’absence d’arbitrage sur les
marchés et I'option est sans risque puisque la straégie de couverture élimine complétement
le risque de I'option.

La valorisation d’une option dépend ainsi principalement des éléments suivants :

du sous-jacent, en particulier.
de son prix.
de la volatilité de ce prix.

de la durée jusqu’a 1’échéance.

SANEE O

des taux d’intérét.

Maintenant, nous allons montrer comment, a partir de cette simple hypothese, on peut
établir des relations entre les prix d’'un call et d’un put européen de méme échéance 1" et
de méme prix d’exercice K, sur une action de cours S; a l'instant ¢ et d’une obligation
zéro-coupon de prix B; a l'instant ¢.

Relation parité call-put

Supposons dans un premier temps que 'actif sous-jacent ne verse pas de dividende.
Désignons par Cy, et P, les prix respectifs du call et du put a l'instant ¢. En abscence
d’opportinité d’arbitrage, on a la relation dite "parité call-put” suivante :

Ci— P, =5, — K.By, pourtoutt < T.

1.2.2 Valorisation par absence d’opportinuté d’arbitrage

Valorisation des options : la valorisation des options est moins aisée que celle des
contrats a terme dont la valeur pouvait étre déterminée a partir d’un raisonnement par
arbitrage.

Par A.O.A, la valeur d'une option est toujours supérieure a celle du contrat a terme
correspondant puisque c’est le cas a I’échéance.
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1.3 Théorie de portefeuille

Définition 1.3.1.
Un portefeuille : c’est un ensemble de titres (actions, obligations,...) détenu par un
muvestisseur.

Les principales problematiques de la gestion d’un portefeuille sont :
— Comment minimiser le risque et maximiser le rendement ?
— Comment calculer le rendement espéré associé a un risque ?
— Quelle est la performance d’un portefeuille ?
Pour simplifier I’analyse, nous prenons un marché avec les hypotheses suivantes :
— Le marché est sans arbitrage.
— Les brokers ont un comportement rationnel.
— Il existe une unique loi de probabilité qui explique les comportements futurs des
marchés financiers.
On peut considérer que les marchés en dehors de ces hypotheses sont des cas particuliers.

Stratégies auto-financée

L’autofinancement désigne le financement des investissements de I’entreprise sans ap-
porter de richesses extérieures, a partir de ses capitaux propres existants, de sa propre
rentabilité (capacité d’autofinancement, réserves, plus value), de son épargne et de ses
amortissements comptables.

Probabilité martingale ou risque neutre

Une des conséquences des hypotheses de non arbitrage et de complétude des marchés
est Iexistence et 'unicité a équivalence pres d’une mesure de probabilité dite probabilité
martingale ou "probabilité risque-neutre” telle que le processus de prix des actifs
ayant une source de risque commune est une martingale sous cette probabilité. Cette
probabilité peut s’interpréter comme celle qui régirait le processus de prix des sous-jacents
de ces actifs si 'espérance du taux de rendement de ceux-ci était le taux d’intérét sans
risque (d’ou le terme risque-neutre : aucune prime n’est attribuée a la prise de risque).

Définition 1.3.2.
Une probabilté IP* est dite probabilité risque neutre si :
1. IP* est équivalente a la probabilité réelle TP.
2. le priz actualisé de lactif risqué est une martingale sous IP*.

Il existe un lien profond entre l'existence de probabilité risque neutre et I’hypothese
d’AOA, nous avons le résultat suivant

Théoréme 1.3.1.
1l existe au moins une probabilité risque neutre, si et seulement si il n’existe pas d’op-
portunité d’arbitrage.

13
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Marché viable

Le marché est viable s’il y a une absence d’opportunité d’arbitrage (AOA).

Hypothese de complétude des marchés

Une autre hypothese, beaucoup plus remise en question, est que tout flux a venir peut
étre répluqué exactement, et quel que soit I’état du monde, par un portefeuille d’autres
actifs bien choisis. Les modeles ne comprenant pas les hypotheses de non arbitrage et de
complétude des marchés sont dits modeles de marchés imparfaits.

Supposer q'un marché financier est complet est une hypothese restrective dont la
justification économique est moins clair que celle de I’hypothese de viabilité. L’intéret
des marchés complets est qu’ils se prétent a une théorie tres simple de 1’évaluation et
de la couverture des actifs conditionnels. Le modele de Cox-Ross-Rubinstein, que nous
étudierons plus tard dans le chapitre 3, fournit un exemple de modele de marché complet
d’une grande simplicité.

1.4 Mesures de risque

La mesure de risque constitue un outil important pour calculer le besoin en fonds
propres, n’importe qu’elle établissement financiere peut faire appel a diverses techniques
pour mesurer et controler le risque qu’elle assume dans ses diverses activités.

Trois parametres sont essentiels et indispensables pour n’import qu’elle mesure de
risque et pour interpréter le chiffre VaR(qui permet de donner une vision globale du
risque de marché d’un portefeuille) :

1. T’horizon de modélisation qui correspond a la période sur laquelle la variation de la

valeur du portefeuille est mesurée ;

2. le seuil de confiance a du chiffre VaR qui correspond a la probabilité de ne pas

dépasser cette mesure du risque;

3. la variable financiere a modéliser.

Si ces trois parametres ne sont pas spécifiés, nous ne pouvons pas interpréter le chiffre
VaR, car un risque a 10 jours avec une probabilité de 99% est beaucoup plus important
qu’un risque a 1 jour avec une probabilité de 90%. Avec la mesure de risque VaR, on passe
donc d’une mesure de risque comme volatilité a une mesure de risque comme quantile.

Valeur en risque (VaR)

La valeur en risque, plus connue sous le nom anglais ”Value-at-risque” ou VaR
introduite dans les années 1990, est une mesure de la perte potentielle (downside risk)
qui peut survenir a la suite de mouvements adverses des prix de marché. Elle permet de
répondre a la question suivante :

14
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Combien ’établissement financier peut-il perdre avec une probabilité o pour
un horizon de temps 7T fixé?.

Pour calculer une VaR il est nécessaire de modéliser le portefeuille (et donc de faire
des hypotheses). En particulier, cela suppose d’affecter une probabilité aux différentes
évolutions possibles du portefeuille.

Définition 1.4.1. La VaR est définie de maniere implicite, a partir de la distribution
du rendement de [’actif considéré sur la période considérée. Soit r le rendement réalisé
par Uactif et soit 0 < a < 1 (le seuil de confiance ). La VaR(«) est telle que : o =
P(VaR(a) <T).

Pour calculer la VaR, nous devons identifier les facteurs de marché qui affectent la
valeur du portefeuille. le nombre de ces facteurs peut étre plus ou moins grand, mais
dépend généralement du type de marché concidéré. En pratique nous pouvons obtenir
les facteurs de marché en décomposant les instruments du portefeuille en instruments de
base ( par exemple, nous pouvons décomposer un portefeuille de contrats forward en un
portefeuille équivalent d’obligations & zéro-coupon). Le calcul de la VaR dépend donc de
la méthodologie utilisée.

1.4.1 Le choix du portefeuille optimal

Un portefeuille est efficient s’il maximise la rentabilité attendue pour un niveau de
risque donné. La frontiere efficiente est ’ensemble des portefeuilles efficients. Parmi tous
les portefeuilles risqués possibles, seuls les portefeuilles efficients doivent étre considérés.

S’il est possible d’emprunter ou de preter au taux d’interet sans risque, il existe un
portefeuille risque optimal 7* qui maximise le ratio de Sharpe et qui est independant
des preferences de l'investisseur.

Remarque 1.4.1.

-La covariance d’un titre avec le portefeuille : est égale a la moyenne des
covariances de chacun des titres avec lui, pondérée par leurs proportions.

-La variance du portefeuille : est la moyenne des covariances de chacun des titres
avec le portefeuille, pondérée par leurs poids.

-La rentabilité attendue du portefeuille : est égale a la moyenne des rentabilités
attendues de chacun des titres, pondérée par leurs poids.

-le ratio de Sharpe : est le rapport entre la rentabilité attendue excédentaire et
Uécart type (la racine carrée de la variance du portefeuille).
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Chapitre 2

Outils probabilistes pour la finance

2.1 Processus Stochastiques

Définition 2.1.1. (Processus stochastique)

On appelle processus stochastique a valeurs dans lespace (F,B), une famille (X;)ier
de variables aléatoires sur 'espace de probabilité (0, F,IP) a valeurs dans (F,B) indexée
par un ensemble T.

— En général T = R ou R, on considere dans ce cas que le processus est indexé par
le temps .
-~ SiT=NouT CZ, le processus est dit discret.
— Pour T C R?, d > 2, on parle de champ aléatoire.
Un processus X;(w) dépend de deux parametres : dépend de ¢ (en géneral le temps) et de
I’aléatoire w € 2 :
— Pourt € T fixé, w € Q — X;(w) est une variable aléatoire sur I’espace de probabilité
(Q, F,IP) (Xi(w) : est 'état du processus a l'instant t).
— Pourw € Qfixé, t € T — X;(w) est une fonction a valeurs réelles, appelée trajectoire
du processus.
Si pour tout ¢t € T, t — X;(w) sont continues, on dit que le processus est continu.

Définition 2.1.2.
On dit que le processus (Xt)i>o est mesurable si application :

X:R,xQ — F
(t,w) — X(t,w) = Xi(w)

est Br, ® F—mesurable.

17



Outils probabilistes pour la finance

Définition 2.1.3.
— Le processus (Xi)i>o est dit stationnaire si pour tout s > 0, (X¢ys)i>0

L
(ne dépend pas de s > 0), c’est a dire pour tout s > 0 et tout t1,...,t, >0, on a
(Xprtsr s Xiprs) = (Xiy, -, X3,).

— Le processus (Xy)i>o est dit a accroissements stationnaires si la loi des accrois-
sements X5 — Xy ne dépend pas det > 0, .e. Xyis — X3 L Xs.

— Le processus (Xi)i>o est dit a accroissements indépendants si pour tout p >
LetO <ty <ty <--- <ty les variables aléatoires Xy, X, — Xy, oo, Xy — Xy
sont indépendantes.

Exemple 2.1.1.
— Processus de Bernoulli : soit p € [0,1] et (X,)nen une suite de variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribués (iid) et telles que

P(X,=0=p—1letP(X;=1)=p.

Le processus {Sn, n e N} défini par Sy = 0, S, = ZXZ» est appellé processus de
i=1
Bernoulli de parameétre p. La loi de S,, est la loi binomiale de paramétres n etp.
— Marche aléatoire : Soit T = Net(X,),en une suite de variables aléatoires in-

dépendantes. On considere S, = E X; le processus discret des sommes partielles.
i=1

On parle alors de marche aléatoire. (S,)n>1 est un processus & accroissements in-

dépendants. Si en plus les variables X,,, n > 1 sont iid, le processus (Sy)n>1 est a

accroissements indépendants et stationnaires.

2.1.1 Processus gaussiens

Définition 2.1.4.

Un processus stochastique (Xy)ier est dit gaussien si pour tout n > 1 et tout n—uplet
d’instants (t1,...,t,) € T", le vecteur aléatoire (Xy,, ..., Xy, ) est un vecteur gaussien.
Autrement dit, le processus stochastique (Xi)ier est gaussien si et seulement si toute
combinaison linéaire de ses composantes (marginales) suit une loi gaussienne (pour tout
peN* t,... . t,cTetay,...,ap € R, on Xy, + -+ + X, est gaussienne).

Remarque 2.1.1.

— Toutes les marginales d’un processus gaussien sont gaussiennes.

— La loi d’un processus gaussien est connue (caractérisée) dés qu’on se donne la fonc-
tion moyenne m(t) = IE[X}] et l'opérateur de covariance K (s,t) = Cov(Xs, X;)

Définition 2.1.5.
La fonction d’espérance d’un processus gaussien (X;)ier est la fonction m définie par :

m:T — R
t — m(t) =IE(X,), pour toutt e T.
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Définition 2.1.6.
La matrice de covariance d’un processus gaussien (X;)ier est la fonction symétrique
et positive K définie par :
K:TxT — R
(s,t) — K(s,t) = Cov(Xs, Xy), pour tout (s,t) € T x T.
Théoreme 2.1.1.

La donnée de la fonction d’espérance m et de la fonction de covariance K suffit a
caractériser un processus gaussien.

Les exemples les plus connus des processus gaussiens sont le Bruit blanc gaussien et
le mouvement Brownian.

2.2 Filtrations et Notion de temps d’arrét

2.2.1 Filtrations

La notion de filtration permet de décrire la structure de 'information et de sa dyna-
mique dans le temps de maniere précise.

Définition 2.2.1.
On appelle filtration (Fi)iet, une famille croissante de sous-tribus de F, i.e.

Fs CF CF,
pour tout s,t € T et tels que s < t.

Remarque 2.2.1.

Pour chaque t € T, la sous-tribu F; représente 'information disponible a la date t et
la croissance de la famille (F;)ier traduit lidée que linformation ne peut que s’accumuler
au fil du temps, et qu’il n’y a pas de possibilté de séparer les informations passées du
présent.

Définition 2.2.2.
Un processus (X)ier est dit F—"adapté” si, Vt € T, X, € F; (X, est F;—mesurable).

Proposition 2.2.1.
Si X est F — adapté, la v.a X, est F;— mesurable pour tout s € [0,t] et tout t € T.

Définition 2.2.3.

1 Si T =N. Un processus adapté (X, )nen est dit prévisible si, pour n > 1, X, est F,_1—
mesurable.

2 St T =Ry. Un processus adapté (X;)i>o est dit prévisible si, (X;)i>o considéré comme
une application de Q x R, est mesurable par rapport a la tribu (dite prévisible)
engendrée par tous les processus adaptés continus a gauche(cag).
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Définition 2.2.4.
On dit que le processus (X)i>o est progréssivement mesurable (progressif) si Vt € RT,

X : ([0, 1] XQ,B[O’Q(@.F) — (F,B)
(s,w) — Xs(w)
est (Bjo,g ® Fy)—mesurable.

Exemple 2.2.1. (Filtration naturelle de X)
La filtration engendrée par le processus X = (Xi)er est la suite croissante de sous-
tribus :

FX = o(X,, s <t),teT,
est la plus petite filtration de F qui rend X adapté.

Une tribu est dite compléte lorsqu’elle contient 'ensemble des négligeables A de (92, F, IP)
définit par :
N={NcCQIACFINCATPA)=0}.

2.2.2 Temps d’arrét

Dans toute la suite, on pose Foo = 0(Up>0Fn)-

Définition 2.2.5.

Une variable aléatoire T, a valeurs dans {0,1,..., N} est un temps d’arrét (de la
filtration (F)n>0) si, pour tout n € {0,1,..., N} :
{r=n}eF,

Remarque 2.2.2.

On pourra vérifier, dans (i) que T est encore un temps d’arrét si et seulement si, pour
tout n € {0,1,...,N}:
{r <n}eF,.

Cette définition équivalente du temps d’arrét est celle qui ce généralise au temps continu.
Exemple 2.2.2.
1. 7=C, C € R est un temps d’arrét car

Qe F, siC<n
{TASn}_{CSn}_{ 0eF, siC>n.

2. Soient X = (X,)n>0 un processus aléatoire adapté a la filtration (F,)n>0 @ valeurs
dans (F,B) et A € B. On pose

Ta(w) = inf{n > 0; X,,(w) € A},
avec la convention inf ) = +00, T4 est un temps d’arrét car
{TA:TL}: {X() ¢A,X1 ¢A7~'7Xn—1 ¢A,Xn EA} G]:n,

T4 S’appelle le temps d’entrée dans A.
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Définition 2.2.6.
On appelle tribu des événements antérieurs a T, qu’on note F,, la tribu

Fr ={A € F; pour toutn > 0, AN{r <n} € F,}.

Remarque 2.2.3.
1. On peut remplacer AN{r < n} par AN{T = n}, puisque

{r<ny=Ulr=%k r=n}={r<n}\{r<n—-1}.

2. 1l est facile de vérifier a titre d’exercice que F, est une tribu sur ) et que si
T=mn, alors F, = F,, st T =400 alors F; = Fis.

2.3 Notions de Martingales

L origine du mot martingale est la stratégie que cherchent les joueurs pour gagner.

2.3.1 Cas discret T =N

Soit (0, F, (Fn)nen, IP) un espace de probabilité filtré ( muni d’une filtration (F,),) et
(Xn)nen un processus JF,— adapté.

Définition 2.3.1.
Le processus (X, )nen est dit :
— Martingale si seulement si IE(|X,,|) < +oo et IB(X,,41|F,) = X, P.p.s,¥n € N.
— Sous-martingale si seulement si IE(X,) < 400 et IB(X,,41|F,) > X, P.p.s,Vn €
N.
— Sur-martingale si seulement si IE(X, )+ oo et IB(X,,11|F,) < X,, P.p.s,¥n € N.

Exemple 2.3.1. (Ezemple d’un jeu)

Un joueur joue a un jeu (pile ou face, roulette,...). A chaque coup, il peut perdre avec
une probabilité p > 0 ou gagner avec ¢ > 0(p + q = 1). Pour une mise de 1 DA, le gain
recu est de o DA. Soit X, la v.a :

1 s7%l gagne le n-ieme coup
X, = .
0 sl le perdre.

Les (X,,) sont indépendantes. Supposons que le joueur mis a tous les coups
S1Y, : est le gain que lui apporte le n-ieme coup,

a avec une probabilité g
Y, = s
-1 avec une probabilité p.
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Done, Y, = a-Lx,=1) — L x,=0), st Fp, = 0(X1, -, X,,) est Uhistorique du jeu jusqu’au
n-ieme coup, alors Y, 1 LI F,; Y, 1T F,_q.

EY,|F1)=IEY,) =a-PX,=1)-1-P(X,=0=a-p—q.
Soit G, : le gain total de joueur au n-iéme coup,
]E(Gn|fn—1) - ]E(Gn—l + Yn|Fn—1)

= IE(G,_1|Fn1) +IEY,|Fo1)

= G +IE(Y,).
(Gp—1 est Fy—1 — mesurable = IE(G,_1|Fy—1) = Gp—1).
1. SiIE(Y,) =0 = IE(G,|F.-1) = Gn_1 (Jeu équitable : martingale).
2. SiIE(Y,) >0 = IE(G,|F,-1) > G,—1 (Jeu favorable : sous-martingale).
3. SIIE(Y,) <0 = IE(G,|F.-1) < Gn—1 (Jeu défavorable : sur-martingale)

Propriétés 2.3.1.
— (Xp)nen est une martingale si et seulement si IE(X,,1;|F,) = X, Vj > 0.
— (X)nen est une martingale, alors Vn € N, IE(X,,) = IE(X)).
— La somme de deux martingales est une martingale.
— On a des propriétés analogues pour les sous-martingales et les sur-martingales.

Propriété supplémentaire (Inégalité de Jensen pour les martingales)
Soit (Xp)nen une martingale (resp. sous-martingale), ¢ : R — R une fonction conveze
(resp. conveze ) tel que (p(X,))T est intégrable, alors (p(X,)), est une sous-martingale.

Une autre formulation de la propriété de martingale

Soit (Fp)nen une filtration et (X,,) un processus tel que X, est F,—mesurable. Alors
X, est une martingale si et seulement si IE(AX,|F,_1) =0,

ou AX, = X, — X,,_1. On laisse la vérification aux étudiants, pour s’entrainer.

2.3.2 Transformé de Martingale

Proposition 2.3.1.
Soit (X,)n>0 une martingale et soit (Hy,)n>o0 un processus prévisible par rapport a la
filtration (F)n>0. On pose AX,, = X,, — X,,—1. La suite (X,,)n>0 définie par :

Yo = HoXo
Y, = HoXo+ HAX:+ -+ H,AX, pourn > 1

est une martingale par rapport a (Fy)n>0, appelée transformée de la martingale (X,,) par
la suite (H,).
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Démonstration 2.3.1.
Il est clair que (Y,,) est adappté. De plus pour n >0, on a :

IE(YnH - Yn|‘7:n) - IE(Hn—i-l(Yn—l-l - Yn)|fn)
= H,IE(Y,1 — Y, |F,) car Hyyq est F,, — mesurable
= 0.

D’ou :
E(Y, 1 —Y,|Fn) =0. [ ]

Proposition 2.3.2.
Une suite adapté de variable aléatoire réelles (X,,) est une martingale si et seulement
si pour toute suite prévisible (H,), on a :

Démonstration 2.3.2.

Si (X,,) est une martingale, il en est de méme, par la proposition (2.3.1), de la suite
(Y,) définie par : Yy = 0 et, pour n > 1,Y, = 25:1 H,AX,, pour toute suite pré-
visible (H,). On a donc IE(Yy) = IE(Yy) = 0. Réciproquement, On remarque que Si
Jje{l,....,N}, a tout événement A F;—mesurable, on peut associer la suite (H,) définie
par :

0 si n#j+1
H, = . :
1, st n=7+1

Il est clair que la suite (H,) est prévisible et 'égalité TB(Y.Y_| H,AX,) = 0 donne
IE@A (X1 — X)) =0

et par conséquent IE(X; 1| F;) = X;. |

Décomposition des surmartingales

La décomposition suivante connue classiquement sous le nom 7 Décomposition de
Doob” permet, dans les modeles de marchés viables et complets étudiés dans les cha-
pitres 3 et 5, d’associer a toute surmartingale une stratégie de gestion dans laquelle la
consommation est autorisée.

Proposition 2.3.3.
Toute surmartingale (Yy,)o<n<n peut s’écrire de facon unique de la forme :

ot (X,,) est une martingale et (A,) un processus croissant, prévisible, nul en 0.
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Démonstration 2.3.3.
Pour n = 0, 1l est clair que le seul choix possible est Yo = Xgavec Ag = 0. On doit
avoir ensuite,

Yn+1 Y, = Xn—l—l — X, — (An—f—l - An)

D’ou, en conditionnant par rapport a F, et en utilisant les propriétés de X et A

7

]E(Yn+1|fn) - Yn - JE(Mn—i—l - Mn|~;cn) (An—i-l - An):
~
1.€.
Yn - ]E(Yn+1|.Fn) "‘ (An+1 - An)

Finalement
Xn+1 - Xn = I'nt+1 — ]E(YnJrl‘-Fn)

(X,) et(A,) sont ainsi déterminés de facon unique et on voit que (X,,) est bien une mar-
tingale et que (A,) est bien prévisible et croissant puisque (Y;) est une surmartingale.
|

2.3.3 DMartingales a temps continu
La définition suivante est une extension de celle en temps discret.

Définition 2.3.2.

Soit (2, F,IP) un espace de probabilité et (Fi)i>o une filtration de cet espace.
Une famille (X;)¢>0 Fi—adaptée de variables aléatoires intégrables, (i.e. vérifiant IE(|X,|) <
+00 pour tout t) est :

— une martingale si, pour tout s < t, IE(X;|Fs) = Xs P.p.s.

— une sous-martingale si, pour tout s < t, IE(X;|F;) > X P.p.s.

— une sur-martingale si, pour tout s < t, IE(X;|F,) < X, P.p.s.

Remarque 2.3.1.
La plupart des résultats du temps discret restent valables en temps continu.

Proposition 2.3.4.
Soit (X¢)iep,r) une Fr—martingale de carré intégrable (i.e. IE(]X,]* < oo) pour tout
t€10,7]), alors :
IB[| X, — X,[*| 7] = BIX? - X7| 7],

pour tout s,t € [0,T)] tels que s < t.

Démonstration 2.3.4.

E[X, — X,’|F] = IE[X}|F] - 2sIE[X,X,|F,] +IE[|F,]
= IE[X? — X2 F.].
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Théoreme 2.3.1. Théoréme d’arrét

Si (Xt)e>o0 est une martingale continue par rapport a une filtration (Fi)i>o, €t i 11, T
sont deux temps d’arrét tels que 7 < 7o < K, ot K est une constante réelle finie, alors
X, est intégrable et IE(X,,|F, ) = X, Pp.s.

2.4 Le mouvement brownien

Historique

Le nom de mouvement brownien vient du botaniste Robert Brown (n’a pas découvert
le mouvement brownien) qui a observé en 1828 le mouvement irrégulier de particules de
pollen en suspension dans [’eau. La mise en évidence du mouvement brownien comme pro-
cessus stochastique est du indépendamment au mathématicien francais Louis Bachelier
(1900). Il a obtenu la loi du mouvement brownien a un instant donné.

La premiere étude mathématique rigoureuse est faite par N. Wiener (1923) qui ex-
hibe également une démonstration de ’existence du brownien. P. Lévy (1948) s’intéresse
aux propriétés fines des trajectoires du brownien. Depuis, le mouvement brownien continue
de passionner les probabilistes, aussi bien pour l’étude de ses trajectoires que pour la théo-
rie de lintégration stochastique (Wiener, Ito, Watanabe, Meyer, Yor, LeGall, Salminen,
Durrett, Chung, Williams, Knight, Pitman,...).

On se donne (U, F, (F)i, IP) un espace de probabilité filtré ( muni d’une filtration
naturelle (F;);) du processus (By);.

Définition 2.4.1.

Le processus B est un mouvement brownien si

a) Vs < t, By — By est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance
(t —s).

b) Vn,Vt;, 0 <ty <t; <...<tp,, lesvariables (B, — By, ,,..., Bty — By, Bi,) sont
indépendantes.

b’) Pour tout (t,s) la variable By, s — By est indépendante de la tribu du passé avant
t, soit Fy = o(By, u <t).

Remarque 2.4.1.
— Cette définition permet de caractériser la loi de la v.a By, qui est un résultat délicat
a établir.
— Le mouvement brownien B est dit standard si By = 0 (le mouvement brownien est
issue de l’origine).
La propriété a) est la stationnarité des accroissements du mouvement brownien.
La propriété b) traduit que le mouvement brownien est a accroissements indépen-
dants.
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Proposition 2.4.1.
Un mouvement brownien standard est une v.a gaussienne centrée (IE(By) = 0) et de

2
1

variance Var(B) = IE(B?) = t. Dans ce cas la loi de By prend la forme : \/%e_%tdx,

dx : étant la mesure de Lebesque sur R.

Définition 2.4.2.

On appelle F;—mouvement brownien, un processus stochastique a valeurs rélles et a
trajectoires continues qui vérifie :

-Vt > 0, B; est F;—mesurable.

- Sis <t: By — B est indépendant de la tribu Fj.

- Si s <tlaloi By — By est identique a celle de B;_, — By.

Remarque 2.4.2.
Un F;—mouvement brownien est un mouvement brownien par rapport a sa filtration
naturelle.

Donnons des exemples de martingales que [’on peut construires a partir d’un mouve-
ment brownien.

Proposition 2.4.2.
Si (By)i>o est un Fy—mouvement brownien standard, alors :
— By est une Fy—martingale.
— B2 —t est une F;—martingale.
— exp(oB; — %Qt) est une Fy—martingale.

Démonstration 2.4.1.
— Si s <t alors By — By est indépendante de la tribu Fs. Donc

E(B; — B,|F,) = E(B; — B,).

Mais un mouvement brownien standard est centré, donc E(B; — Bs) = 0. On en
déduit le premier point.
— Pour le second point, remarquons que :

E(B? — B3F,) = E((Bi— By)* +2By(B, — B,)|Fs)
= E((B, — B,)*F,) +2B,E((B, — B,)|Fs)
mais comme (By)i>o est une Fy—martingale E((B; — Bs)|Fs) = 0, et donc :
]E(Bf - B§|‘Fs) = E<<Bt - Bs)2|fs>‘

Le mouvement brownien est a accroissements indépendants et stationnaires ce qui
permettent de déduire que :

E((Bt - Bs>2|f8) = E (Bths)
= t—s.

Ce dernier résultat est due au fait que B; est un gaussien centrée de variance t.
D’ot B? —t est une Fy—martingale.
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— Pour le dernier point, rappelons, le résultat suivant : SiY est un gaussienne centrée

réduite, on a :
+oo 2 2
_yoay A%
E(ew):/ e .e e =ez.

00 V2T

De plus, si s <t :
oBy— oot 0By~ T2t o(Bi—By)
IE(e?7t™ 2 | Fy) =77 2 IE(e e |]-_5)
car By est Fs—mesurable, et comme By — By est indépendante de Fg, on a :

E (ecr(Bt—B.s) |f5) — E (ea(Bt—BS))
= IE (e”P)

- IE ( eay.m>
(

2 t—s)
2

o

= €

By : P .
CarY = \/% est gaussienne centrée réduite. D’ot :

IE(e"Bt_UTQt\.FS) = P

2
o s
_ eO’BS 5

Généralisation
St B est un mouvement brownien standard, le processus Z défini par Zy = x + By est
un mouvement brownien issue de x.
On dit qu’un processus X est un mouvement brownien de drift p et de coefficient de
diffusion o si :
Xe=x+ ut+obB,

ou B est un mouvement brownien. La v.a. X; est une v.a. gaussienne d’espérance x + ut
et de variance o’t.

Proposition 2.4.3.
Si (Bt)i>o est un Fy—mouvement brownien, alors

— Le processus B défini par Eﬁ = —B; est un mouvement brownien.

— Le processus B défini par By = %BC% est un mouvement brownien.

— Le processus B défini par By = tBi1, Vt >0, By = 0 est un mouvement brownien.
t

Théoreme 2.4.1.
Un processus X est un mouvement brownien si est seulement si c¢’est un processus
gaussien continu centré de fonction de covariance donnée par

Cov(Xs, Xy) = s A t,pour s, t € [0,T).
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Démonstration 2.4.2.

Pourt; <ty < ...... tn, le vecteur (By,, By, — By, ..., By, — By, _,) est composé de v.a.
gaussiennes indépendantes, donc il est gaussien et toute combinaison linéaire des By, qui
se réécrit comme combinaison linéaire de ces v.a. et est gaussienne. Par conséquent, le
processus B est gaussien. Il est continu par hypothése, centré car IE[B;| = IE[B;, — By] = 0
et de fonction de covariance, pour s <t :

Cov(B:, Bs) = IE[B,B;] = IE[B(B; — B,)] + IE[BZ]
= BJIE[B; — Bs] + Var|Bs; — By
0+ s=s.
Réciproquement, on va montrer les propriétés de la définition du mouvement brownien

- IE[BZ] = Var[By] = 0 donc By = Op.s.

— B est continu par hypothese.

— Prenons t; <ty <t, <s<t, levecteur (By, B,, ..., By, , By — Bs) est gaussien, or
Cov(B; — B, By,) = t; ANs—t; ANt =0, donc By — By est indépendant de tout vecteur
(Biy, Biy, ..., By,) et donc de Fs = o(By,, t; < s).

— Pour s <t, B, — By est gaussienne et est donc déterminée par son espérance
IE[B; — By] = 0 et sa variance :

Var[B, — Bs] = Var[B)]+ Var|B,| — 2Cov(By, B;)
= t4+s—2tAs
= t—s.
Donc, By — B, ~ N(0,t — s) et, la loi de B; — By ne dépendant que de t — s, les
accroissements sont stationnaires.

2.5 Changement de probabilité. Théoreme de repré-
sentation des martingales

2.5.1 Probabilités équivalentes

Soit (2, F,IP) un espace de probabilité. Une probabilité @ sur (2, F) est dite absolu-
ment continue par rapport a P si :

VAE FIP(A) =0 = Q(A) = 0.

Théoreme 2.5.1.
M est absolument continue par rapport a IP si, et seulement si, il existe une variable
aléatoire Z a valeurs positives ou nulles sur (2, F) telle que :

VA e F: QA) _/Z(w)d]P(w).

A

Z est appelée densité de @) par rapport a IP notée parfois %.
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L’équivalence a démontrer est évidente dans un sens, la réciproque est une version du
théoreme de Radon-Nikodyn.

Les probabilités IP et @Q sont dites équivalentes si chacune d’elles est absolument conti-
nue par rapport a l’autre. Noter que si @) est absolument continue par rapport a IP, de
densité Z, alors IP et @ sont équivalentes si et seulement si IP(Z > 0) = 1.

2.5.2 Théoréeme de Girsanov

Soit (2, F, (F)o<i<r, IP) une base stochastique de filtration la filtration naturelle du
mouvement brownien standard (By)o<i<r, indexé par lintervalle de temps [0,T]. Le théo-
réme suivant, que nous admettrons, est connu sous le nom de théoréme de Girsanov (pour
plus de détails, voir [16]).

Théoréme 2.5.2.

T
Soit (0)o<t<T un processus adapté vérifiant / 02ds < oo p.s. et tel que le processus
0

T 1 T
L; = exp (—/ 0,dB; — 5/ Ofds)
0 0

soit une Fy—martingale. Alors il existe une probabilité PP de densité Ly équivalente o IP

(Lt)o<t<r défini par :

T

sous laquelle le processus (Wy)o<i<r définit par : Wy = Bt—l—/ O,ds est un F;—mouvement
0

brownien standard.

Remarque 2.5.1.
Une condition suffisante pour que le processus (Li)o<i<r Soit une martingale est que

1 (T
Uon ait : IE(eXp(§/ 02ds)) < oo [16].
0

2.5.3 Théoreme de représentation des martingales browniennes

Soit (By)o<i<T un mouvement brownien standard construit sur l'espace de probabi-
lité (0, F,IP) et soit (Fi)o<t<r sa filtration naturelle. D’apreés la proposition (4.2.3) du

T
chapitre 4, si (Hp)o<t<r est un processus adapté tel que IE(/ HZdt) < oo, le proces-
0
t
sus (/ HdBy) est une martingale de carré intégrable, nulle en 0. Le théoréme suivant

0
montre que toutes martingales browbienne peuvent se représenter a l’aide d’une intégrale
stochastique.
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Théoreme 2.5.3.
Soit (Xi)o<t<r une martingale de carré intégrable, par rapport a la filtration (Fi)o<i<t

T
Il existe un processus adapté (Hy)o<i<r tel que IE(/ H2ds) < oo et
0

¢
(2.1) Vi e [0,T] Xi= X, +/ H,dB;p.s.
0

Remarque 2.5.2.

Noter que cette représentation n’est possible que pour les martingales browniennes (de
la filtration naturelle du mouvement brownien).

1l résulte du théoréeme que si Y est une variable aléatoire Fr—mesurable de carré
intégrable, on peut [’écrire sous la forme :

T
Y =IE(Y) —I—/ HydB;p.s.
0
T

ou (Hy) est un processus adapté tel que IE(/ H?2ds) < oo. Il suffit pour cela de considérer

0
la martingale X; = IE(Y|F). On démontre que si (Xi)o<i<r est une martingale (non
nécessairement de carré intégrable) il existe une représentation de type (2.1) mais avec

T
un processus vérifiant seulement / H%ds < oo p.s. (voir [2, KSS8S]
0

2.6 Exercices

Exercice 1 :

Soient (2, F, (Fn)n>0, P) un espace de probabilité filtré, T et v deux temps d’arrét de la
filtration (F,)n>0, Fr (resp. F,) la tribu des événements antérieurs a T (resp.v). Montrer
les propriétés suivantes :

i) TAv, TV v, T+ v sont des temps d’arréts pour la méme filtration.

it) Si T <w, alorsF, C F,.

iii) Fony = Fo O F,.

iv) {T <v}et{r =v} appartiennent a F. N F,.

Exercice 2 :
— Soit Y € LYQ, F,TP) (intégrable sur l'espace de probabilité (2, F,P)). On défint la
suite (X,,) par X,, = IE(Y | F,,).
- X1,..., X, une famille de v.a sur (Q, F,P), X,, € LY(Q, F,P)Vn € N, centrée et
indépendantes 2 a 2. On pose S; = X1+ ---+ X;.
Montrer que (X,,), et (Sp)n sont des martingales.
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Exercice 3 :
Soit (X,; n € N) une suite de variables aléatoires i.i.d (indépendantes et de méme

1
loi). on note m = IE(X;) < 400 et F, = o(Xy,..., X,) et Y, = ZiXi — @m
i=1
— Calculer IE(Y,,411\Fn).
— Que peut-on dire du processus (Yn)n>17.
Exercice 4: Soit (X,,)n>0 une suite de v.a. a valeurs [0, 1]. On pose F,, = o(Xo, ..., X,).

On suppose que Xo = a € [0,1] et que

Xy
7|.7:n) =1-X,, PX,=

1+ X,

IP(Xn—i-l = 9

| Fn) = X

1) Montrer que (X,)n>0 est une martingale.
2) Montrer que

E((X,1 — X)) = JB(X,(1 - X))

Exercice 5 :
Soit (2, F, (Fn)n>0, P) un espace de probabilité filtré sur lequel on considére une mar-
tingale réelle (M, )n>o telle que, pour tout n >0, |M,| < K. On pose

|
Xo= ) 7 (My = M)
k=1

Montrer que (X,,)n>1 est une (Fy,)n>1—martingale.

Exercice 6 :
Soit (Q, F, (Fn)n>0,P) un espace de probabilité filtré sur lequel on considére deux
martingales (X,)n>0 €t (Yn)n>o de carré intégrable (éventuellement identiques).

1. Montrer que, pour m < n, on a IE(X,,Y,|F.) = XY, p.s.

2. Montrer que IB(X,Y,) — IB(XoYy) = Y TB((X) — Xj_1)(Vi — Vi)
k=1

3. Montrer que Var(X,) = Var(Xy) + Z Var( Xy — Xk-1).
k=1
4. Montrer que les v.a. Xy, X}, — Xp—1, k > 1 sont deuz a deuz orthogonales dans L2.
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Exercice 7 :
Soit (B, t > 0) un mouvement brownien réel issu de 0 et on note (Fi)i>o Sa filtration
naturelle.
1. Calculer pour tout couple (s,t) les quantitées IE(ByB?), IE(By|Fs) et pour
t > s IE(B;|Bs).
2. Calculer IE(B2B?) sachant que pour une v.a. gaussienne centrée Z de variance o2,
on a IE(Z*) = 304
3. Quelle est la loi de By + B,?.

4. Soit 0, une v.a. bornée Fy—mesurable.
Calculer pour tout t > s, IE[0,(B; — Bs)] et IE[04(B; — Bs)?].

Exercice 8 :
Montrer qu’un processus X est un mouvement Brownien si et seulement si

a) Pour tout tog < t; < --- < t,, le vecteur (Xyy, Xy, ..., Xy,) est un vecteur gaussien
centré.

b) IB(X,X,) = s AL

c) Xo=0.

Exercice 9 :
Soit (By)i>0 un mouvement brownien standard réel et on note (Fy)i>o sa filtration
naturelle. Parmai les processus suivants, quels sont ceux qui sont des martingales.

t
1. Mt:BE—S/ Bids.
0

t
3. Xt = tBt — / BSdS.
0
t
4. Uy = sin By —/ Bg(cos s)ds.
0
1 t
5.V, =sin B, + 5/ sin(Bs)ds.
0

t
6. Y; =t*B; — 2/ Bgds.
0
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Chapitre 3

Modeles a temps discret : modele de
Cox-Ross-Rubinstein

Dans ce chapitre on présente les principales idées de la théorie des options dans le
cadre mathématique associé aux modeéles a temps discret. a la fin de ce chapitre on décrit
le modéle de Coz-Ross-Rubinstein sous forme d’un probléme résolut [7].

3.1 Formalisme de modele discret

3.1.1 Les actifs financiers

Le modéle de Marché financier discret est construit sur un espace de probabilité fini
(Q, F,P), muni d’une filtration (Fy,)o<n<n, Fn : Teprésente linformation disponible a
linstant n. Dans la pratique, l’horizon N représente la date d’échéance des options.

On supposera dans la suite que Fo = {0,Q}, Fy = F = P() et Vw € QP ({w}) > 0.

On suppose qu’il y a sur le marché d + 1 actifs financiers, dont les prix a ['instant
n sont données par les variables aléatoires S°, St, ... S% a valeurs strictement positives,
mesurables par rapport a la tribu F,, (les investisseurs ont connaissance des cours actuels
et passés, mais pas des cours futurs).

~ S, = (8%, 8L ..., 5% est le vecteur des priz a l'instant n.

— SY est lactif sans risque (les placements dans les banques) et on pose S§ = 1.

— Si le taux d’intérét des placements sans risque est constant et égale a r on aura

SY=(1+7r)SY ; =1+r)"
— Yp = S_lg est le facteur d’actualisation.
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3.1.2 La stratégie financiere

Définition 3.1.1.

Une stratégie financicre est définie par le processus discret ¢ = (62, L, ..., ¢%))o<n<n
a valeurs dans R™!, dont les composantes ¢°, L, ... @& sont les quantités des divers actifs

détenues en portefeuille a linstant n. On impose au processus ¢ d’étre prévisible au sens

suwant :
@) est Fo mesurable

Vie{0,1,...,d}{ et, pourn>1:
¢! est F,_1 mesurable.

La segnification de cette hypothése est que le portefeuille a la date n, (¢°,¢L, ... ¢2)

) n’

est constitué au vu des informations disponibles a la date n — 1 et conservé tel quel au
moment de cotations a la date n.
La valeur du portefeuille a linstant n est donnée par le produit scalaire :

d
=1
B+ S (G- S+ + - Sh),

la valeur actualisé du portefeuille est :

Vn(qb) ="n Vn(¢) - ¢n : gn ot Sn = (17’71137117 cee 7’77157(—5)7

Sy 1 est le processus des prixz actualisés.

3.1.3 Stratégie autofinancée

La stratégie financiére ¢ est autofinancée si :
Gn - Sp = bpi1 - Sp, Yn e {0,1,...,N — 1}.

cette égalité s’interprete de la fagon suivante : a l'instant n, aprés avoir pris connaissance
des cours S°,...,S9, linvestisseur réajuste son portefeuille pour le faire passer de la
composition ¢, a la composition ¢,.1, le réajustement se faisant aux cours de la date n
en réinvestissant la valeur totale du portefeuille avec ni apports, ni retraits de fonds (il
n’y a pas de consommation,).

Remarque 3.1.1.
La relation ¢y, - S, = ¢ni1 - Sy est équivalente a

¢n+1 : (Sn+1 - Sn) = ¢n+1 : Sn+1 - ¢n : Sn7

1.e q

Pnt1 - (Sn—H - Sn) = Vn—&-l(?b) - Vn(¢) = AVn(¢)'
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A Uinstant n + 1, la valeur du portefeuille est V,i1(¢) = ¢ni1.Sn41 et la différence
Gns1-(Sne1 — Sp) = AV, (@) représente le gain net di a la variation des cours entre
les dates netn + 1. Une stratégie autofinancée est donc une stratégie pour laquelle les
variations de valeur du portefeuille viennet uniquement des gains dis a ['agitation des
cours.

La proposition suivante prouve cette remarque en termes de quantités actualisées.

Proposition 3.1.1.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) La stratégie ¢ est autofinancée.
ii) Pour toutn € {1,...,N},

Va(9) = Vo(d) + > ;- AS;,
j=1

ol ASJ = Sj - Sj_l.
iii) Pour toutn € {1,...,N},

V() = Vo(e) + ) ¢ - AS;,
j=1

ol AS; = 7;S; = 7155 1.
Démonstration 3.1.1.

L’équivalence entre i) etii) vient de la remarque (3.1.1) et l’équivalence entre i) etiii)
s’obtient en remarquant que ¢,,.Sy, = Gni1.S, St et seulement i ¢Sy = Ppi1-Sh. |

Cette proposition montre que, pour une stratégie autofinancée, la valeur actualisée
du portefeuille est complétement déterminée par la richesse initiale Vi et le processus

(L, ..., ) ocnen des quantités d’actifs risqués détenues en portefeuille.
Proposition 3.1.2.

Pour tout processus prévisible (( LU ¢7d1))0§n§N et pour toute variable Vi Fo—mesurable,
il existe un et un seul processus prévisible (¢2)o<n<n tel que la statégie ¢ = (¢°, ¢, ..., ¢9)

soit autofinancée et de valeur initiale Vj.

Démonstration 3.1.2.
La condition d’autofinancement :

Vi = 60+ dpS) 4 - 9050
= Vot ) _(¢JAS] +-- + ¢IASY).
j=1
Ce qui détermine ¢°. Il rest a vérifier que ¢° est prévisible, qui se déduit a partir de
[’égalité
n—1

65 = Vot Y (AT + - +@IAT) (G4 (=Sh_)+ -+ (=Si_1)). -

j=1
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3.2 Stratégie admissible et arbitrage

Nous n’avons pas imposé de condition sur le signe de la quantité (¢! )o<i<a- Si ¢° < 0,
cela signifie qu’on a emprunté la quantité |¢C| sur le marché des placements sans risques.
Si ¢¢ < 0 pour un i > 1, cela signifie qu'on a des dettes libellées en actifs risqués (par
suite de ventes a découvert). Donc les emprunts et les ventes a découvert sont permis,
mais nous imposerons a la valeur du portefeuille d’étre positive ou nulle a tout moment.

Définition 3.2.1.
Une stratégie ¢ est dite admissible si elle s’auto-finance et si la valeur du portefeuille

Vo(¢) >0Vne{0,1,...,N}.

L investisseur doit étre donc en mesure de rembourser ses emprunts a tout moment.
Donnons maintenant une formulation a la notion d’arbitrage (réalisation d’un gain sans
prendre de risque).

Définition 3.2.2.
Une stratégie d’arbitrage est une stratégie financiére admissible de valeur initiale nulle
et de valeur finale non nulle.

La plupart des modéles financiers excluent toute possibilité d’arbitrage, l’objet de la
section suivante est de donner une caractérisation de ces modeéles grace a la notion de
martingale.

Relation entre martingales et arbitrages

Afin d’examiner la relation entre martingales et arbitrage, nous renvoyons le lecteur
au chapitre 2 pour analyser le concept de martingales sur un espace de probabilité fini, ot
l'usage de [’espérance conditionnelle et ses propriétés sont indispensables.

Dans un modéle financier, dire que le cours (S°)o<n<n de Uactif i est une martingale,
revient & dire que, a tout moment n, la meilleure estimation (au sens des moindres carrés)
que Uon puisse faire de (S,,), a partir des informations disponibles a Uinstant n, est
donnée par (S!).

3.2.1 Marchés financiers viables

Revenons aux modeles de marchés fianciers a temps discret introduits a la section 1.

Définition 3.2.3.
Le marché financier est dit viable si la stratégie d’arbitrage est éliminer.

Rappellons, avant d’énoncer le théoréme suivant que deux mesures de probabilité IP et IP*

sont dites équivalentes et on note P ~ IP* si et seulement si, pour tout évémement
A, P(A) =0< P*(A) =0. Ici IP* ~ P signifie simplement que, Yw € Q, P*({w} > 0.
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Théoreme 3.2.1.

Le marché est viable si, et seulement si, il existe une probabilité martingale notée
P* équivalente a la probabilité initiale IP sous laquelle les priz actualisés des actifs sont
des martingales.

Démonstration 3.2.1.

1. Supposons qu’il existe une probabilité martingale IP* équivalente a IP sous laquelle
les priz actualisés des actifs sont des martingales. Donc pour toute stratégie autofi-
nancée (¢,) et d’aprés la proposition (3.1.1), on a :

V() = Vo(0) + Y ¢ - AS;.
j=1

Grace o la proposition (2.3.1) du chapitre précédent, on en déduit que (V,(¢)) est

une martingale (transformée de martingale) sous P*. En conséquence (Vn(¢)) a
meéme espérance sous IP* que V(o) :

E (Vn(0) = B (Vo(@)).

Si la stratégic est admissible et de valeur initiale nulle, on a donc IE*(Vy(¢)) =
0, avec Viy(¢) > 0. Dot Viy(¢) = 0, puisque P*({w}) > 0, Yw € Q.

2. La démonstration de la réciproque est plus délicate. Pour cela, on a besoins de la
définition suivante.

Définition 3.2.4.

Soit IK un corps ordonné. Un sous-ensemble C' d’un K—espace vectoriel F est un
cone convexe si ar + fy € C)Va > 0,0 > 0etVr,y € C, ce qui s’écrit de facon
bref aC + pC C C.

Soit I' le cone convexe des variables aléatoires positives et non nulles. Le marché
est viable si et seulement si pour toute stratégie admissible ¢ on a :

Vo(¢) =0 = Vi(¢) ¢ T

1

Lo 6%, on associe le processus défini par :

a) A tout processus prévisible (
Gu(0) =Y ($JAS] +--- + ¢IASYH).
j=1
C’est le processus des gains actualisés cumulés dans toute stratégie autofinancée
suivant les quantités d’actifs risqués ¢l - - - | @& détenues en portefeuille a l'instant
n. D’aprés la proposition (3.1.2), il existe un unique processus (¢°) tel que la
stratégie ((¢2, ¢k, -+, ¢%)) soit autofinancée et de valeur initiale nulle. én(gb) est
alors la valeur actualisée de _cette stratégie a l'instant n et ['hypothese de viabilité
du marché entraine que si G,(¢) > 0, pour tout n =1,--- | N, alors Gy(¢) = 0.
Le lemme suivant montre que, méme sans [’hypothése de positivité de én(qﬁ), on

a encore G(¢) & T,
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Lemme 3.2.1.
Si le marché est viable, tout processus prévisible (¢*,-- -, ¢?) vérifie :

Gy ¢T.
La démonstration du lemme est laissée au lecteur a titre d’exercice.
b) L’ensemble V des variables aléatoires de la forme Gn(¢), avec ¢ prévisible a
valeurs dans R?, est un sous-espace vectoriel de I’espace R : de toutes les variables

aléatoires réelles définies sur 2. D’apres le lemme (3.2.1) le sous-espace V ne
rencontre pas I', ni le convexre compact K contenu dans I' définit par :

K={XeT|>) Xw) =1}

Théoréme 3.2.2. (de séparation des convexes)

Soit K un convere compact et soit V un sous-espace vectoriel de R"™, disjoint de
K. Il existe une forme linéaire & surR"™, vérifiant les deux conditions suivantes :
i) Vo € K £(z) > 0.

it Ve e V {(x) = 0.

Le sous-espace V' est donc contenu dans un hyperplan qui ne rencontre pas K.
Pour plus de détails sur ce théoréeme et sa démonstration, vous pouvez consulter
Uannexe de 'ouvrage [19].

D’apres ce théoréme, il existe (Aw))ueq tel que :

i) VX € K, Mw)X(w) > 0.

i1) Pour tout ¢ prévisible :

D A w)Gn(g)(w) = 0.

De la propriété i), on déduit que A(w) > 0 pour tout w € Q de sort que la
probabilitée P* définie par :

P(() = s

est équivalente a IP.
La propriété ii) signifie que, pour tout processus prévisible (¢,) @ valeur dans R® :

N
IE* (Z @-A@-) =0,
j=1

ou IE* est l'espérance sous la probabilité P*. On en déduit que pour toute indice
i €{1,---,d} et toute suite prévisible ¢!, a valeurs réelles, on a :

N
IE* (Z qs;.As;) =0,
j=1

ce qui entraine, grdace a la proposition (2.3.2) que, sous IP*, les priz actualisés
(SH), -+, (S%) sont des martingales. |
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3.3 Marchés complets et évaluation des options

3.3.1 Marchés complets
Actif conditionnel et simulable

Définition 3.3.1.
Un actif conditionnel d’échéance N est définit par la donnée d’une variable aléatoire
h > 0, Fy—mesurable, représentant le gain que permet [’exercice de l’option.

Exemple 3.3.1.

Pour une option d’achats (call) sur une unité d’actif 1, au priz d’exercicre K, on a
h = (Sy—K), et, pour une option de vente (put) sur une unité d’actif 1 au priz d’exercice
K, h = (K — SY).. Dans ces deuzx exemples (les plus importants dans la pratique), la
variable aléatoire h est une fonction de Sy seulement. Il existe des options pour lesquelles
h dépend de toutes les valeurs des cours jusqu’a l’échéance : Sy,...,Sn. c’est le cas des
options dites asiatiques, dont le prixz d’exercice K est égal a la moyenne des cours observés
sur une période donnée, précédant l’échéance.

Définition 3.3.2.
Un actif conditionnel h Fy—mesurable est simulable (ou atteignable) s’il existe une
stratégie admissible dont la valeur a la date N esth i.e, Vn(¢) = h.

Remarque 3.3.1.

D’apres ce qui précéde, pour que l'actif conditionnel h soit simulable dans un marché
financier wviable, il suffit qu’il existe une stratégie autofinancée de valeur égale a h a
la date N. En effet, si ¢ est une stratégie autofinancée, s’il exsite IP* une probabilité
martingale équivalente o P (les priz actualisés sous P* sont des martingales), (Vn(¢))
est une martingale, donc pour tout n € {0,..., NYIE*(Vy(0)|F) = Vo(¢). Il est clair
donc que VN(@ > 0, la stratégie ¢ est admissible.

Définition 3.3.3.
Le marché est complet sil est viable et si tout actif conditionnel est simulable.

Le théoreme suivant donne une caractérisation des marchés complets.

Théoreme 3.3.1.

Un marché viable est complet, si et seulement si il existe une unique probabilité risque
neutre IP* équivalente a IP sous laquelle les priz actualisés des actifs soient des martin-
gales.

Démonstration 3.3.1.

1. Supposons le marché viable et complet. Tout actif conditionnel h Fy—mesurable et
positive s’écrit h = V(@) ot ¢ est une stratégie admissible simulant h. Puisque ¢
est une stratégie autofinancée on a :

oo~ l -
<o = V(@) =Vo(0) + D 6;.A8;,
N j:1
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De plus, si Py etIPy sont deuz probabilités sous lesquelles les prixv actualisés sont des
martingales, (Vy(®))o<n<n est une martingale a la fois sous Py et sous IPy. D’ou
pourt=1,2: B

IE;(Vn(¢)) = IEi(Vo(¢)) = Vo(e).

Donce, on a :

h h
]El(S_()) = Ez(s—o
N N

comme h est arbitraire, IP1 = Py sur la tribu Fy.

)7

. Supposons le marché viable et non complet. Alors il existe une variable aléatoire
h > 0 non simulable. On note par V l'espace des variables aléatoires de la forme

N
Wo+ > ¢n.AS,,

n=0

avec Wy Fo—mesurable et (¢}, ..., ¢%))o<n<n prévisible a valeurs dans R®. D’apreés

la proposition (3.1.2) et la remarque (3.3.1) il résulte que la variable aléatoire L5 ¢

V. Donc V est un sous-espace strict de l’espace de toutes les variables aléatoires
définies sur (2, F). Si IP* est une probabilité risque neutre équivalente a P sous
laquelle les priz actualisés sont des martingales et si I’'on munit ’espace des variables
aléatoires du produit scalaire (X,Y) — (X,Y) = IE*(XY), alors, il existe une

variable aléatoire X non nulle et orthogonale au sous-espace V.
Posons :

P ({w}) = (1 n %) P*({w))

0l || X |Joo= SUpyeq | X(w) | . on définit ainsi une probabilité qui est équivalente a
IP et distincte de IP*. De plus on a :

N
E* (Z ¢n.A§n> =0,
n=1

pour tout processus prévisible (oL, ..., ¢%))o<n<n, ce qui implique par la proposition
(2.3.2), que (Sn)o<n<n est une P**—martingale.
|
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3.3.2 Evaluation et couverture des actifs conditionnels dans un
marché complet

Supposons que le marché est viable et complet et on note IP* "unique probabilité risque-
neutre sous laquelle les priz actualisé des actifs sont des martingales. Soit h ’actif condi-
tionnel (défini par la variable h > 0 et Fy—mesurable) et soit ¢ une stratégie admissible
simulant h, alorsVy(¢) = h.

La suite (V,,)o<n<n est une martingale sous IP* et par conséquent,

Vo(¢) = IE*(Va(0)),
d’ot Vo(¢) = IE* (L) et plus généralement

S¥
(08| nEx h
Vo(¢) = STIE* (—5-|Fn), n=0,1,...,N.
SN

La valeur a chaque instant de toute stratégie admissible simulant h est donc compléetement
déterminiée par h.

Si, a linstant 0, un investisseur vend [’option au priz IE*(%), il a la possibilité, en
susvant une stratégie simulante ¢, de restituer la richesse promise h a ['instant N; c’est
a dire qu’il peut se couvrir parfaitement.

Remarque 3.3.2.

1l est important de savoir que le calcul du priz d’une option et la stratégie de couverture
que nous construisons nécessite seulement la connaissance de la probabilité risque neutre
IP* et non pas celle de la probabilité initiale 1P, dont la seule contrainte relativement
a cette derniere est d’étre une probabilité équivalente a P. L’étude du modéle de Cox-
Ross-Rubinstein montrera comment, dans la pratique, les calculs de prixz et de couverture
peuvent étre réalisés.

3.4 Modele de Cox-Ross-Rubinstein : probleme cor-
rigé

Le Modéle de Coz-Ross-Rubinstein [6] est la version discrétisée du modeéle de Black-
Scholes qui sera traité au chapitre 5, consiste en un actif sans risque(compte bancaire) noté
SY de taux de rendement certain v sur une période donnée et de cours SO = (1+r)", 0 <
n < N, et un actif risqué(une action) de priz S,, 0 < n < N, dont la dynamique du
processus des prix S, entre deux périodes consécutives est décrite par : soit a,b avec —1 <
a <b, et pour tout1 <n <N,

S, (1+4a)
S”“_{Sn-(ler).

Le cours initial Sy > 0. L’ensemble des résultats possibles est Q = {1 + a,1 + b}".

chaque N —uple représentant les valeurs de ngl, n =20,1,...,N — 1. Naturellement :
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Fo = 10,9}, F = P(Q) et pourn =1,...,N, F, = o(S1,...,S,) (la tribu engendrée
par les variables aléatoires Sy,...,S,). IP est une mesure de probabilité définie a une
équivalence prés est que IP({w;}) > 0, Yw; € Q.

Introduisons maintenant, les variables aléatoires T,, = SS’il, pourn = 1,...,N. Si
(Wi, ... ,wN) est un élément de Q, on a P{(wq,...,wn)} = P(T1 = wy,...,Tn = wn).
La connaissance de la probabilité P est équivaut a celle de la loi du N—uple (T, ..., T,).

Notons que, pourn > 1, F, =o(T,...,T,).

1. Montrer que le prixz actualisé §n est une martingale sous P si et seulement si
E(T,1|F,)=14+r,Vne{0,1,...,N —1}.

2. En déduire que, pour que le marché soit viable, il est nécessaire que r €a, b|.

3. Donner des eremples d’arbilrages possibles si la condition nécessaire de viabilité
aboutie dans la question 2 n’est pas satisfaite.

4. On suppose, dans toute la suite que r €la, b[ et posons p = (b—1)/(b— a). Mon-
trer que (S,) est une martingale sous IP si et seulement si les variables aléatoires

11, T, ..., T sont indépendantes équidistribuées, leur loi commune étant donnée
par :IP(Ty =1+4+a)=p=1—P(T) =1+b). En déduire que le marché est viable
et complet.

5. On note C,, (resp. P,) la valeur, a l'instant n, d’un call (resp. d’un put) européen
sur une unité d’actif risqué au prix d’exercice K et d’échéance N.
a) Retrouver, a partir des formules de priz sous forme d’espérances conditionnelles,
la relation de parité call-put suivante :

Cp—P,=8,—K(+47r)~W™="m,

b) Montrer que C,, peut s’écrire sous la forme : C,, = f(n,S,), ou f est une fonction
que [’on explicitera a l'aide de K, a,b,r etp.
6. Montrer que la stratégie de couverture parfaite d’un call est définie par une quantité
d’actif risqué ¢, = A(n,S,_1) a détenir a l'instant n, ouA est une fonction que
l’on exprimera a partir de la fonction f.

Solution

S, 1
1. On a, ol T,+1 et la relation
S 1+7r

n

IE(S,1|Fn) =S, < IE(%]F”) =1, (S, estF, — mesurable)

n

— IE(T,|F,)=1+r

2. Si le marché est viable, d’apres le théoréme (3.2.1), il existe une probabilité P* équi-

valente a P, sous laquelle (S,,) est une martingale. On a donc, d’aprés la question
1:
IEY (T, 1|F,) =1+r
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et par conséquent IE* (T, 1) = 1+r. Comme T, 11 prend ses valeurs dans {1+a, 1+b}
avec une probabilité non nulle. Donc nécessairement, on a : 1 +1r €]1 4+ a,1+ b|.

. Supposons r < a. En empruntant une somme Sy a l'instant 0, on peut acheter une
unité d’actif risqué. A la date N, on rembourse 'emprunt et on revend l’actif risqué.
Le gain réalisé Sy — So(1+1)Y est toujours positif ou nul, puisque Sy > So(1+a)",
et strictement positif avec une probabilité non nulle. Donc, on a bien un arbitrage.
Pour le cas v > b, l'arbitrage s’obtient en vendant ['actif risqué a découvert.

. Supposons que les variables aléatoires T; sont indépendantes et vérifient :
P(T;=1+4+a)=p=1—P(T; =1+b), on a donc :

IE(T,1|F,) =IE(T,1)=pl+a)+1—p)1+b) =1+b+pla—b) =1+
~—————

=r

D’apres la question 1, §n est une martingale sous 1P.

Réciproquement, supposons que, S, est une martingale sous P, alors pour n =
0,....,N —1,

E(TlF,) = 14+ aEQr, —11q|F) + (1 +0)IEQT,  —115|Fn)
= 1+

En autilisant égalité IE(Agr, , —14a}|Fn) + IBAr,, =140} |Frn) = 1, on déduit que
IEXr,, =1+a}|Fn) = p et IE(Ay7, =140} |Fn) = 1 — p. Par raisonnement par récur-
rence sur n, on voit que, pour tous x; € {1 +a, 1+ b},

n

]P(Tl = T1,... ,Tn = [En) = sz
i=1
Ainsi, on remarque que la condition que (§n) soit une martingale sous IP détermine
la loi du N—uple (T1,Ts,...,Ty) sousP et donc la probabilité TP elle méme, de
facon unique. Le marché est donc viable et complet.
. Notant C,, (resp. P,)) la valeur, a l'instant n, d’un call (resp. d’un put) européen sur
une unité d’actif risqué au prixz d’exercice K et d’échéance N, N
a) Notant IE*, l’espérance par rapport a l'unique probabilité P* sous laquelle (.S,,)
est une martingale, on a par définition :

O (147r)"WIEY((Sy — K)1 — (K — Sy)4|Fy)
= (1+7) Y IE*((Sy — K)|F,)
= S, — K(1+7) W),

la derniére égalité résultant du fait que (S,) est une martingale sous PP*.
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N
_ S P _ : ; .
b) Comme T; = 5 et en écrivant Sy = S, H T;, on obtient :
i=n-+1
N
Cn=(1+r) ¥ IE* (Sn I] 7 - K> ¥,
i=n+1 n

Comme, sous la probabilité P* la variable aléatoire HfV:nH T; est indépendante de

F, et que S, estF, mesurable, on peut écrire C,, = f(n,S,), ot f est la fonction
définie par :

f(z,n) (e T
T = B (5" 1 Ti)

i=n+1
N—n
= > Cho A =-p)V e+ a1+ 0N - K)
k=0

6. Notant ¢° la quantité d’actif sans risque dans le portefeuille simulant le call, on a :
oo (L+7)" + ¢S, = f(n, Sy).

Puisque ¢° et ¢, sontF,_1— mesurables, ce sont des fonctions de Sy, ..., S, 1 seule-

ment et, S, étant égal @ S,—1(1 + a) ouS,—1(1 +b), I’égalité ci-dessus implique :
Gn(1+7)" + ¢pSp1(1+a) = f(n, S, 1(1 +a))

et
Po(L+7)" 4+ ¢pSn1(1+b) = f(n, Su_1(1+0)).

D’o1, par soustraction,

f(n,m(l + b)) B f(n,m(l + a))
xz(b—a)

¢n =A(n,z) =

Autre formulation de la dynamique du cours 5,

Sy = (14 pn)Sn_1,
0t (pn)1<n<n est une suite de variables aléatoires qui ne prennent que deuz valeurs a etb
telles que —1 < a <r <b.
Cette condition garantit en particulier la positivité des variables S,,, de plus, par rapport
a la probabilité P la suite (p,,) est supposée une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées.

Remarque 3.4.1.

Dans les formules obtenues, le seul parametre qui n’est pas directement observable sur
le marché est o, ou son interprétation comme variance nécessite de [’estimer par des voies
statistiques. Une présentation élémentaire du modéle de Cox-Ross-Rubinstein est détaillée
dans [17].
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Chapitre 4

Intégrale et Equations différentielles
stochastiques

4.1 Intégrale stochastique
Le but de l'intégrale stochastique est de donner un sens a des équations de la forme :

dY

(4.1) — = f¥Y)+g(Y)

dB;
dt

Par exemple, st f = 0etg =1, on devrait retrouver, Y; = Yo+ By, décrivant le mouvement
d’une particule Brownienne.

Le probleme est que, les trajectoires du mouvement Brownien sont presque surement
nulles par différentiabilité, c.a.d, si B, est un mouvement Brownien, Bt € RT telque %
ait un sens.

Comme dans le cas des équations différentielles ordinaires, on interpréte une solution
de l’équation différentielle (4.1) comme une solution de l’équation intégrale

(4.2) Yi = Yo+ /Ot F(Y.)ds + /Otg(YS)st.

C’est a la seconde intégrale qu’il s’agit de donner un sens mathématique. Si s — g(X;)
était différentiable, on pourrait le faire a 'aide d’une intégration par parties, mais ce n’est
en général pas le cas. Ito a donné une autre définition de l’intégrale stochastique, qui
s’applique a une classe beaucoup plus vaste d’intégrants (et donne le méme résultat que
Uintégration par parties dans le cas différentiable).
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4.2 Construction de ’intégrale stochastique

Soit (By)i>0 un Fy—mouvement Brownien standard sur un espace de probabilité filtré
t

(Q, F, (Fi)>0, P). Nous allons donner un sens a l'intégrale / g(s,w)dBs pour une classe
0

de processus g(s,w) adaptés a la filtration (F)i>o.

4.2.1 Premiere étape : Construction de I’intégrale stochastique
sur un ensemble de processus dits élémentaires

Définition 4.2.1.
Soit T € R*. On appelle processus élémentaire (Hy)o<i<r un processus de la forme :

P
(43) Ht(w) - Z ¢2(w) ’ l]ti—hti](t)
i=1
ou 0=ty <ty <---<t, =T est une partition de [0,T] et ¢; est F;, ,—mesurable et
bornée.

Définition 4.2.2.
L’intégrale stochastique d’un processus élémentaire H est le processus continu noté

(I(H)t)o<y<p défini par :
:
(4.4) Sit €t tia] : I(H)e =Y 6i(By, — By, _,) + dr41(Bi — By,).
=1

¢
On notera 1(H); 2 / H,dBs.
0

1l est aisé de vérifier les propriétés de linéarité suivantes :

Proposition 4.2.1.

1. Pour deuz processus élémentaires H' et H?,
t t t
(4.5) / (Hi + H?)dBs = / HldB, + / H?dB,.
0 0 0
2. Pour toute constante c,
t t
(4.6) / (cH,)dB, = ¢ / H.dB,.
0 0

3. L’intégrale (4.4) est une fonction continue de t.

On a le résultat essentiel suivant :
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Proposition 4.2.2.
Si (Hy)o<t<r est un processus élémentaire :

t
1. (/ HSdBS) est Fy;—martingale.
0 0<t<T
t 2 t
2. IE (/ HsdBS) =1IE (/ Hfds) .
0 0

¢ T
3. 1IE <sup| Hsst|2) < AIE (/ Hfds) :
<7 Jo 0

Démonstration 4.2.1.

t
1. Nous allons utiliser des processus a temps discret, on veut démontrer que / H,dB,
0

est une martingale. 1l suffit de prouver que ¥t > s :

t s
IE(/ HudBu|]-“5) :/ H,dB,.
0 0

Si l'on ajoute s ett a la subdivision tgo = 0 < ¢t < --- < t, = T et si on
tn

pose M, = H dB; et G, = Fi, pour 0 < n < p, il suffit de vérifier que
0

M, est une G,—martingale.

Remarquant que :
tn n
Mn = / Hsst = Z¢l : (Btz - Bti—l)
0 i=1

avec ¢; est G;i_1—mesurable. D’autre part Y, = By, estG, = JF, —mesurable (en
effet (Bi)i>o0 est un mouvement Brownien). (My)nejop apparail comme une trans-
formée de la martingale (Y, )nejop), d’apres la proposition de la transformée de mar-
tingale du deuziéme chapitre (My)ncpop) st une martingale.

2. Remarquant que :

IE(an) = IE ((Z ®; - (Bti - Btil))2>

= D 3 E (66, (By— By - (B, — By,.))

i=1 j=1
De plus, si1 < 3, on a :

IE (¢; - ¢ - (B; — Bi—1) - (Bj — Bj—1)) = IE(IE(¢;-¢; - (B; — Bi_1) - (Bj — Bj_1))|G;-1)
= IE(¢; - ¢, (Bi — Bi1)IE(B; — Bj1|Gj-1)) -
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Comme B; est une martingale, on a IE(B; — Bj_1|G;—1) = 0, donc cette quantité
est nulle

Si 1 > 7, par symétrie, on obtient le méme résultat.

Enfin, sit =7, on a :

IE (@2(31 - Bi71>2) = IE (]E<¢12(B’L - Bifl)zlgifln
= IE (QfIE((Bz - Bi—1)2|gi—1)) )

finalement,
IE((B; — Bi-1)*|Gi-1) = IE((B; — Bi_1)?)
== tl - tifl.
- IE (¢7(B; — Bi-1)?) = IE(¢7 - (t; — ti-1)).
(o] o)
D’ou

IE ((/Ot HSstf) =1E (/Ot H,fds) :

3. Le dernier point est une conséquence de l'inégalité de Doob appliquée a la martingale
t

(My)e0, M, :/ H,dB,, M; continue par définition.
0

4.2.2 Deuxieme étape : Construction de l’intégrale stochastique
sur une classe de processus adaptés

T
Soit H = {(H¢)o<i<T, un processus adapté a (F;)e>o, IE(/ H2ds) < +o0}.
0

Proposition 4.2.3.
Soit (Bt)i>o un Fy—mouvement Brownien. Alors il existe une unique application li-
néaire J de H dans lespace des Fy—martingales continues définies sur [0,T] telle que :

1. Si (Hi)i<r est un processus élémentaire, P.p.s pour tout 0 <t <T J(H); = I(H);.

2. Sit<TIE(J /Hst

. . . /
Cette application linéaire est unique au sens suivant, si J et J sont deuzx prolonge-
ments lin€aires vérifiants les propriétés précédentes alors :

/

(4.7) P.p.sV0<t<T, JH) =J (H).
t

On note, si H € H / Hy B, = J(H),,

0
cette intégrale stochastique vérifie la propriété suivante :
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Proposition 4.2.4.
Si (Hy)o<i<r un processus de H alors :

t<T 0

t T
(4.8) IE <Sup| HSdBSF) < AJ4IE ( / Hgds> :
0

— Si 1 est un F;—temps d’arrét :

T T
(4.9) Pp.s. /0 H,dB, = /0 1. HdB,.

Nous aurons besoin d’un résultat permettant de relaxer [’hypothese d’intégrabilité por-
tant sur (Hy).

Posons : .
H = {(Hs)o<s<T, un processus adapté a (Fi)i>o, / H?%ds < +o0 IP.p.s}.
0
La proposition suivante permet de prolonger l'intégrale stochastique de H a H.

Proposition 4.2.5.

1l existe une unique application linéaire J de I’espace H dans l’espace vectoriel des
processus continus définis sur [0, T telle que :

1. Propriété de prolongement :

Si (Hi)o<t<r est un processus élémentaire alors :

(4.10) PpsvVY0<t<T, J(H)=I(H).

2. Propriété de continuité :

T

Si (H™),>0 est une suite de processus de H telle que / HSst — 0 en probabilité,
0

alors :

(4.11) sup |[J(H");| — 0 en probabilité.
t<T

t
On note toujours / H.dBs; = J(H);.
0

Remarque 4.2.1.

t
Dans ce cas (/ HSdBS> n’est pas nécessairement une martingale.
0 0<t<T

49



Intégrale et Equations différentielles stochastiques

Résumé
Soit (Bi)i>o un Fr—mouvement Brownien et (Hi)o<i<r un processus F;—adapté. On

t T
peut définir lintégrale stochastique (/ HSdBS) des que / H?%ds < +oo P.p.s.
0 0

0<t<T

¢ T
Le processus (/ HsdBS) est une martingale si IE </ Hfds) < 400. cette
0 0<t<T 0

condition n’est cependant pas nécessaire car la condition

T t 2
IE (/ Hfds) < t+oo<=IE| sup </ HSdBS> < +00,
0 tef0,17] \Jo

et que dans ce cas on a [’égalité :

(4.12) IE[(/OT HSdBS)Q] =1E (/OT Hfds).

4.3 Calcul d’Ito

Nous allons introduire maintenant un calcul différentiel sur ces intégrales stochas-
tiques. On appelle ce calcul "Calcul d’Ito” et ['outil essentiel en est “la formule d’It6” qui
donne, en particulier la facon de différencier t — f(By) si f est deux fois continiement
différentiable.

Exemple 4.3.1.
L’exemple suivant montre que le prolongement du calcul différentiel usuel est voué a
[’échec.
Supposons que l'on veuille différencier t — B? et l'exprimer en fonction de dB;.
Pour une fonction f(t) différentiable nulle en 0, on a :

2(1) = 2 / F(s)df (s)

Dans le cas du mouvement Brownien et de ['intégrale stochastique on ne peut avoir une
t

t
formule du méme type, c.a.d B} = 2/ B.dB,, d’aprés ce qui précede, / B.dB, est une

0 0
martingale(car IE/ B ds < +00), nulle en zéro.

Si elle était égale a B? elle serait positive, et une martingale nulle en zéro ne peut étre
positive que si elle est nulle.
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4.3.1 Processus d’Ito

Commencons par préciser la définition de la classe de processus pour la quelles on peut
introduire la formule d’Ito.

Définition 4.3.1.

Soient (0, F, (Ft)e>0, IP) un espace de probabilité filtré, (By)i>o un F;—mouvement Brow-
nien.

On appelle processus d’Ito, un processus (Yz)icor) @ valeurs dans R tel que :

t t
(4.13) Pps., W<T,Y, :YO+/ sts—i—/ H.dB,,
0 0

avec :
- Y, est Fo—mesurable.
— (Ki)o<t<r €t (Hy)o<t<r sont deux processus adaptés a Fi.
T

T
- / |Ks|ds < +o00 PP p.s. et / |H,|*ds < 400 P p.s.
0 0

Le résultat suivant, montre l'unicité de la décomposition (4.13) précédente.

Proposition 4.3.1.
Soit (My)o<i<r est une martingale continue telle que :

t T
M, = / K.ds, avec P p.s., / |Ks|ds < +o0,
0 0

alors :
Pp.sVt<T M, =0.

Ceci entraine que :
Cette décomposition d’un processus d’Ito est unique. Ce que signifie que si :

t t t t
Yt':YoJr/ sts—i—/ HsdBS:}/(;+/ K;ds+/ H.dB,
0 0 0 0
alors :

Yo=Y, dPps. Hy,=H, ds x dPpp. K, = K, ds x dIP p.p..

t t
Si (Yi)o<t<r est une martingale de la forme Yy +/ sts+/ H,dB,, alors K, =
0 0
0 dt x dIP p.p..
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4.3.2 Formule d’Ito

La formule d’Ité est définie par le théoréme suivant (nous l’admettons sans démons-
tration, pour plus de détails, voir [16].)

Théoréme 4.3.1. (Formule d’Ité)
Soit (Yy)o<i<r un processus d’Ito :

t t
Y=Y, +/ Kds + / Hssta
0 0

et f une fonction deuz fois différentiable, on a :

b 1 [t
(4.14) 700 = 10 + [ FWaveg [ ood),
ou, par définition :

t
(Y.Y), = / H2ds,

0
/Otf/(Y;)dYs :/Otfl(Ys)sts+/Otf/(ys>Hsst'

De méme si (t,y) — f(t,y) est une fonction deuzx fois différentiable en y et une fois
différentiable en t, ces dérivées étant continues en (t,y) (on dit dans ce cas que f est de
classe C1?), on a :

@15) 0 = F0.%0)+ [ S Vads+ [ s Vodvoe g [ vy,

4.3.3 Exemple d’utilisation de la formule d’Ito

Traitons un exemple élémentaire. Si 'Yy = By et f(y) = y?, alorsY; défini bien un

5 f(Ys) =2,
rocessus d’Ito car : Ky =0 et Hy =1, et "
g { Fv) =2

D’apres la formule d’Ito et comme Y; = By, on a :

t 1 t
33:2/ BSdBSJr—/ 2ds
0 2 0

car . ,
(Y,Y>t:/ Hszds:/ ds =t,
0 0
d’ot
d(Y,Y)s = ds,
donc

t
Bf—tzz/ B,dB,
0

t
Comme IE (/ des) < 400, on retrouve le fait que B2 —t est une martingale.
0
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4.3.4 Formule d’It6 multidimensionnelle

La formule d’Ito admet une généralisation aux cas ou la fonction f dépend de n—processus
d’Ito et lorsque chaque processus d’Ito s’écrit en fonction de plusieurs mouvements Brow-
nien.

Définition 4.3.2.

On appelle Fy—mouvement Brownien p— dimensionnel un processus (By)i>o Fi—adapté
a valeurs dans RP, avec By = (B}, ..., BY), ot les (B});>o sont des F;—mouvements Brow-
nien standards indépendants.

Dans ce cas, la notion de perocessus d’Ito se généralise.

Définition 4.3.3.
Un processus (Y3 )ieo,r) est dit d’Ito si :

¢ Pt
(4.16) Pps., Vt<T,Y, =Y, +/ Kds + Z/ HldB!,
0 — Jo
avec :
— (Ki)o<t<r €t (H))o<i<r (1 < i < p) sont F;—adaptés.
T

- / |Ks|ds < +o00 P p.s. .
0

T
- / (H))?ds < +oco P p.s. .
0

La formule d’It6 multidimensionnelle prend donc la forme suivante :

Proposition 4.3.2.
Soient (Y,',...,Y™) n processus d’Ito :

t b t
Y;’=YJ+/ K;ds+2/ HdB!

si f est une fonction deux fois différentiable en y et une fois différentiable ent, ces dérivées
étant continues en (t,y), alors :

t
0
fEY YY) = f(o,%l,..-%"H/a—iC(S’Ysl"--’}?”)dS
0
T Y. Ymay!
;/angs YD)

+ lzn:/t i (s, Y} YMd(Y", Y7)
2 0 ayly] 7 s S Y S

,j=1

avec .
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~ dY} = Klds + Z;’:l HdBI,
- d(YL, Y =>" | HimHI™ds.
Remarque 4.3.1.

Si (Yi)i>o0 et (Z1)i>0 sont deux processus d’Ito, le crochet de'Y et Z (noté (Y,Z)s) on
peut le définir comme suit :

(Y, Z)s est bilinéaire et symétrique.

(fo Kds,Y): =0 si (Y;)i>0 est un processus d’Ito.
(J; HdB}, [; HidBl), = 0 sii # j.

(Jo HdBj, [; HdBj), = [; HoH ds.

Avec ces regles on peut calculer et retrouver la formule du crochet dans la proposition

(4.3.2).

4.3.5 Formule d’intégration par parties pour les processus d’It6

Nous allons maintenant nous introduire une propriété généralisant “la formule d’inté-
gration par partie” dans le cas des processus d’Ito.

Proposition 4.3.3.
Soient Yy et Z; deux processus d’Ito,

t t t t
Yt_Yb+/ sts+/ H,dB, etZt—Zo—i—/ K;ds+/ H.dB,.
0 0 0 0

Alors : . .
0 0

avec la convention : .
Y, Z) = / H,H.ds.
0

Démonstration 4.3.1.
On a d’apres la formule d’Ito :

t t
Yi+2Z)? = (Yo+Z0)*+ 2/ (Y + Z)d(Ys + Z,) + / (H, + H,)*ds
0 0
t t
Y?: = Y02+2/ stYs+/ H?ds
Ot Ot ,
7? = 72+ 2/ Z,dZ, +/ HJ2ds.
0 0
en faisant la différence entre la premiére ligne et les deux suivantes :

t t t
YtZt:YOZO—k/ stzs+/ st¥5+/ H,H.ds.
0 0 0
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4.3.6 Le processus d’Ornstein-Ulhenbeck

dY, = —cYidt + odB,

Yo =0
ou, Yo, c et o sont des constantes réelles.

On considere [’équation : {

Le processus d’Ornstein-Ulhenbeck est 'unique solution de cette équation, on peut l’ex-
pliciter. En effet, posont Z; = Yie et écrivons la formule d’intégration par partie :

dZ, = e dY, + Yd(e®) + (Y, €°),.

Mais
(Y, e =0 car d(e®) = cedt ie. K, = ce® et H, = 0.

On en déduit que :
t
dZ; = cedB; i.e. Zy = Zy + 0/ e“dB;,
0

pULS que :

t
Y, = Yye ¢ + aeCt/ e“dB;.
0

On peut calculer la moyenne et la variance de Yy :

t
IE(Y;) = Yoe ™ + 0e “IE (/ eCSst> = Ype .
0

¢ t
(en effet IE (/ (ecs)2d3> < 400, et donc / e“dB; est une martingale nulle a ’instant
0

0 donc de moyenne nulle). De méme :

Var(V;) = IE ((Yt — IE(Yt»Q)

t 2
= IE ((ae_d/ eCSdBS) )
0
t
_ 0_26—2ct]E </ GQCst)
0

—2ct
,1—e

2c

= 0
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4.4 Equations différentielles stochastiques

Dans cette section, on considere des équations de la forme générale :

t t
(4.17) Y, =7 —i—/ b(s,Ys)ds +/ o(s,Ys)dBs.
0 0

On appelle ces équations les 7 EDS : équations différentielles stochastiques ”. Une solution
de l’équation (4.15) porte le nom de “diffusion”.

Remarque 4.4.1.
dY; =b(t,Y,)dt + o(t,Y;)dB;

Formellement, on note (4.17) sous la forme :
Yo=2.

4.4.1 Théoreme d’Ito

Nous avons maintenant tous les éléments en main pour définir la notion de solution
de l’équation différentielle stochastique (4.17).

Définition 4.4.1.

On se place dans un espace de probabilité filtré (0, F, (Ft)e>0, IP).
On se donne, b: RT xR - R, 0 : R" x R = R, Z une variable aléatoire Fy—mesurable
et (By)i>o0 un Fi—mouvement Brownien. Trouver une solution a l’équation (4.17) revient
a trouver un processus stochastique (Y;)i>0, continu Fy—adapté, vérifiant les propriétés :

¢ t
1. Pour tout t > 0, les intégrales / b(s,Yy)ds et / o(s,Y5)dBs ont un sens :
0 0

t t
/ b(s, Yy)|ds < 400 et / lo(s,Ys)|Pds < +oo IP p.s..
0 0
2. (Yi)i>0 vérifie (4.15) c’est-a-dire :
¢ t
Vi>0P ps. Y, =2 +/ b(s,Ys)ds +/ o(s,Y;)dBs.
0 0

Le théoreme suivant donne des conditions suffisantes sur b et o pour avoir un résultat
d’existence et d’unicité pour (4.17).

Théoreme 4.4.1.
Si b et o sont des fonctions continues, telles qu’il existe K < 400 avec :
1. |b(t,y) = bty )| + lo(t,y) — o(t,y)| < Kly — /|
2. bt y)| + |o(t,y)| < K(1+ [y])
3. IE(Z?) < 00
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alors, pour tout T'> 0, (4.17) admet une solution unique dans l’intervalle [0,T]. De plus
cette solution (Yi)ost>1 vérifie :

IE < sup \Y}\Z) < +o00.

0<t<T
L’unicité signifie que si (Yi)ost>1 et (Xi)ose>r sont deuz solutions de (4.17), alors :
Pps 0<5t<T, Y, =X,

Démonstration 4.4.1.
On pose :

& = {(Yy)o<t<r, processus continu et F, — adapté, tel queIE (Sup |Yt|2> < 400}
t>T

un espace vectoriel normé complet muni de la norme ||Y|| =, /IE ( sup |Yt|2>.
0>t>T

Pour prouver [’existence de la solution nous allons utiliser un argument d’existence d’un
point fixe pour une application contractante. Soit W 'application qui ¢ un processus donné
(Y:)o<t<r associe un processus (V(Y;))o<t<r défini par :

t t
\I/(Y)t:ZJr/ b(s,Ys)der/ o(s,Y,)dB,.
0 0

SiY € £, U(Y) est bien définie, de plus si Y etY' sont deuz éléments de £ en utilisant
le fait que, (a + b)% < 2(a® + b*) on obtient :
t
(UY), =W ) < 2(sup | [ (bs,Ya) = b(s,Y]))ds|
o<t<T Jo
t

+ sup | [ (0(s,Y;) —o(s,Y;))dB,[?)
o<t<T Jo
et on utlisant l'inégalité (4.8) :
t
lsup (61~ W) < 218 sup ([ 005,32~ (s, )l
0

t<T 0<t<T

T
+ S8IE (/ (o(s,Ys) — J(S,Y's/))2ds>
0
< K*T? + AK*T)IE( sup |V — Y, %).

0<t<T

Doou || U(Y) —U(Y') |I< V2(K2T2 +4K2T) | Y =Y || . De plus, on a (on note 0 pour
le processus identiquement nul) :

t t

|w(0),> <3 (22 + sup | [ b(s,0)ds|* + sup | a(s,O)st|2>

0<i<T Jo 0<t<T Jo
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en utilisant le fait que (a + b+ ¢)* < 3(a® + b* + ¢*) on obtient :

IE ( sup |x11(0)t|2) <3 (IE(Z%) 4+ K*T? + 4K*T) < +o0.

0<t<T

On en déduit que ¥ est une application de € dans& de norme de Lipschitz majorée par
R(T) = \/2(K?*T? + 4K2T). Commencons par supposer que T est suffisamment petit pour
que R(T) < 1. Donc V est une application contractante de £ dans& qui posséde donc un
point fixe unique dans . De plus, si' Y est un point fixe de W, c’est une solution de I’EDS
(4.17), ce qui prouve l'existence. D’autre part, une solution de (4.17) qui est dans & est
un point fize de ¥, ce qui prouve lunicité de la solution de (4.17) dans E. Pour prouver
l'unicité dans la classe de tous les processus d’Ito, il suffit de prouver q’une solution de
(4.17) est forcément dans E.
Soit Y une solution de (4.17), posons T, = inf{s > 0, |Y;| > n} et f*(t) = IE( sup |Y.]*).

0<s<IAT
Il est facile de vérifier que f™(t) est une fonction finie et continue. En procéde le méme
calcul ci-dessus on obtient :

tAT, 2 tAT,
IE( sup |Yi*) < 3<E(22)+E( K(1+\Ys])ds) + 41 (/ K2(1+|YS|)2dS) ds)
0

0<s<tATp 0

< 3(IE(ZQ)+2(K2T+4K2)/t(1+]E( sup yYs\?))ds).

0<u<sA\Ty,

ce qui donne la majoration :

() <a+ b/ot fr(s)ds.

On utilisant une version du lemme de Gronwall

Lemme 4.4.1.
Si f est une fonction continue, telle que pour tout 0 <t < T, f(t) < a+ bfg f(s)ds,
alors f(T) < a(1 + 7).

On en déduit pour notre cas que f"(T) < K < 400, K étant une constante fonction
de T mais indépendante de n.
Le lemme de Fatou donne alors, en passant a la limite en n, que pour tout T :

IE ( sup |Ys]2) < K < +o0.

0<s<T

Y est donc dans £. La démostration est achevé pour le cas ou T est petit.
Pour conclure pour T quelconque, il suffit de prendre n assez grand et raisonner suc-
cessivement sur les intervalles [0, T /n], [T /n,2T/n],...,[(n — 1)T/n,T].
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4.4.2 Equations différentielles stochastiques multidimensionelles

L’¢tude des équations différentielles stochastiques peut avoir une généralisation aux cas
ot le processus évolue dans R™. une telle généralisation est importante, dans le domaine
d’appliquations en finance, par exemple lorsque l’on cherche a modéliser un portefeuil de
p actifs financiers. On se donne :

- B=(B*,..., B?) un F;—mouvement brownien p—dimensionnel.

b:R* xR" — R”
(s,y) = bs,y) = (b'(s,y),....0"(s,)).

o: Rt xR" — R™P(I'ensemble des matrices p x n)
(s,y) = o(s,y) = (0i(s,9)r<i<n.1<j<p:

- Z=(Z'...,Z") une variable aléatoire Fo—mesurable d valeur dans R™.
On considere l’équation différentielle stochastique :

t t
(4.18) Yt:Z+/ b(s,YS)der/ o(s,Y.)dB,,
0 0

on cherche un processus (Y;)o<i<r @ valeurs dans R™ (F;)i>o—adapté et tel que P p.s.,
pour tout t et pour tout 1 < n, on a presque surement :

+ t
}/ti = ZZ —|—/ bi(s7 Y;)dS + / O-i,j(57§/8)dB£a :
0 0

Le théoréeme d’existence et d’unicité admet la généralisation suivante :

Théoreme 4.4.2.
Siy € R", |y| est la norme euclidienne dey et sic € R™P, |o]> =3, ich, Zl<j<p Uzj.
On suppose que :

1. |b(t,y) = b(t,y )| + ot y) — o(t,y)| < Kly —y/|
2. [b(t,y)| + ot y)| < K(1+ |y])
3. TB(|Z]2) < +oo

alors il existe une solution unique a l’équation (4.18). De plus cette solution vérifie, pour
tout T :

IE ( sup \Yt\z) < +o00.

0<t<T

La démonstration est identique a celle du cas unidimensionnel.
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4.5 Exercices

Exercice 1 :
Soit a, 0 deux constantes réelles, (Bt)i>o un Fr—mouvement Brownien et

1 1
dXt = —§O{Xtdt + §O'dBt.

Soit Yy = X, -e%.
— Vérifier que X; est un processus d’Ito.
— Ecrire dY;.
— Déduire la forme de la solution X;.

Exercice 2 : (Modéle de Black et Scholes)
Résoudre 'EDS :
dSt = St (Mdt + O'dBt) s S() = Xy-.

Exercice 3 :
Soit (Q, F, (Ft)i>0,P) une base stochastique, B un mouvement brownien standard et
A une constante réelle. Soit :

dXt - —)\2X152(]_ - Xt)dt + )\Xt(l - Xt)dBt,
X() =T G}O, ]_[

Xy
1-X,

On admet que X prend ses valeurs dans lintervalle 10,1[. On pose Y; =

1. Vérifier que X; est un processus d’Ito.
2. Quelle est ’E.D.S (Equation Différentielle Stochastique) vérifiée par Y?.
3. Résoudre cette E.D.S et donner une formule explicite de'Y.
T exp[AB; — \%t/2]
rexpAB; — A\2t/2] +1—

4. Déduire que X; =

Exercice 4 :
Soit 'EDS :
dXt = bXtdt + dBt7 X() =X.

1. Onpose Y, =e ' X,.
— Quelle est ’EDS vérifier par Y;?.

t
— Exprimer Y; sous la forme : Y, =y +/ f(s)dBs, ot l'on explicitera la fonction
0

f
2. Calculer IE(Y;) et TE(Y}?).
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Exercice 5 :
On consideére [’équation :

a(t),b(t) et c(t) sont des processus adaptés.
1. Résoudre cette équation par la méthode de la variation de la constante.

2. Résoudre ’EDS dX; = —%HXtdt + %thdBt, Xy =0.
Exercice 6 :

Soit B un mouvement brownien dont la filtration est notée (F;). Soito un processus
adapté continu de L*(Q2 x R) et

t 1 t
X = / o,dB; — —/ Ugds.
0 2 Jo

On pose Y; = exp(X;) et Z; = Y, '
1. Ezpliciter la dynamique de Y, c’est-a-dire exprimer dY;.
2. Donner une condition sur o pour que Y soit une martingale

3. Calculer IE(Y;) dans ce cas. Expliciter les calculs quand o = 1.

4. Calculer dZ;.

Exercice 7 :

I Soit le processus {C; = Coe®Br; t > 0}, Cy > 0 et C; : est le processus du tauz de
change de dollars canadiens par un dollars américains au temps t (le nombre de
dollar canadien que l'on peut obtenir par dollar américains), B, est un mouvement
Brownien standard.

a) Déterminer 'EDS sarisfaite par le processus {Cy,t > 0}.

II Soit le processus {X;, t > 0} qui modélise ’évolution d’un actif risqué en dollars

américains satisfaisant ’EDS

dXt = /Ltdt + O_AthdB;<

ou {B;, t > 0} est un mouvement Brownien standard indépendant de {B;t > 0}.
b) Déterminer ’EDS satisfaite par I’évolution {Y;, t > 0} du titre risqué en dollars
canadiens.
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Chapitre 5

Modele a temps continu : Modele de
Black et Scholes

La modélisation en mathématiques financiéres d’évolution des cours d’actifs financiers
a été introduite par Louis Bachelier dans sa these ” Théorie de la spéculation " en 1900 [1].
Le processus des priz des actifs risqués €té supposé gaussiens et pouvait donc prendre des
valeurs négatives. Pour corriger ce défaut le modéle retenu par la suite est un modéle
rendant le processus des prix des actifs risqués log-normauz, afin de s’assurer qu’ils restent
toujours positifs. Ce modéle porte le nom de "Modeéle de Black et Scholes” [4]. En effet,
en 1973, Fisher Black, Robert Merton et Myron Scholes proposent lidée de définir le
priz d’un produit dérivé de type européen (call ou put) comme celui de son portefeuille
de couverture et l'appliquent a ce modéle log-normal. La méthode utilisée, qui repose sur
des idées analogues a celles déja introduites dans le cadre des modeles discrets dans le
chapitre 3 de ce polycopie, conduit a des formules couramment utilisées aujourd’hui par
les particiens.

5.1 Description du modele

5.1.1 L’évolution des cours

Le modele introduit par Black et Scholes pour décrire [’évolution des cours est un
modéle d temps continu avec un actif sans risque de priz SY a Uinstant t et un actif Tisqué
de priz S; a l'instant t.

Supposons que la dynamique du cours SP est régie par I’équation différentielle ordinaire
sutvante :

(5.1) dsp = rSYdt,

ou r est une constante positive représentant le taux d’intérét sur le marché des placements
sans risque (notant ici que r est un tauz d’intérét instantané et ne pas confondre avec le
taux sur une période des modéles discrets). On posera SQ =1 du sort que

SO = e, pourt > 0.
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Supposons que ’évolution du cours de ’action S; est régie par I’équation différentielle
stochastique sutvante :

(5.2) dSy = Si(pdt + odBy),

ot p et o sont deuz constantes et (B;) un mouvement brownien standard.
Le modéle est étudié sur lintervalle [0,T] d’échéance T. Comme nous l’avons vu (cf.
chapitre 4, Ezercice 2 de la section 4.5), UEDS (5.2) admet la solution explicite suivante :

S, = g - e[(u—%)twfzﬁ]’
ou g = Sy est le cours observé a l'instant 0, il en résulte en particulier que, selon ce
modéle Sy suit une loi log-normale (c’est-a-dire que son logarithme sui une loi normale).
En particulier, on voit que le prossesus (S;) vérifie une EDS de type (5.2) si et seule-
ment si le processus (log(S;)) est mouvement brownien non nécessairement standard. En
tenant compte de la définition (2.4.1) du chapitre 2, le processus (S;) vérifie les propriétés
suivantes :
— Continuité des trajectoires,
— indépendance des accroissements relatifs : si s < t,5;/Ss (ce qui revient au méme),
les accroissements relatifs (S; — Ss)/Ss est indépendant de la tribu Fs = 0(B,, u <
s),
— stationnarité des accroissements relatifs : si s < t, la loi de (S;—Ss)/Ss est identique
a celle de (Si—u — So)/So-
Ces propriétés traduisent de facon concréte les hypotheses de Black et Scholes sur [’évo-
lution du cours de l'action (l'actif risqué).

5.1.2 La stratégie autofinancée

Définition 5.1.1.

Une stratégie financiére est définie par un processus ¢ = ((¢7, ¢¢))eepor) @ valeurs
dans R?, adapté a la filtration naturelle (F;) du mouvement brownien, les composantes
@) et gy de ¢, donnant, a linstant t, les quantités d’actif sans risque et d’actif risqué respec-
tivement détenues en portefeuille. La valeur du portefeuille a l'instant t est alors donnée
par :

Vi(9) = ¢¢S; + ¢S

Dans les modéles discrets, nous avons caractérisé la stratégie autofinancée par l’éga-
lité : Vi1 (9) = V(@) = dni1- (Sns1 —Sn), (¢f. chapitre 3, remarque (3.1.1) du paragraphe
3.1.83). La transposition de cette égalité a temps continu conduit a écrire la condition
d’autofinancement sous la forme suivante :

dVi(¢) = ¢{dSy + ¢udS,.

Pour que cette égalité ait un sens on imposera la condition :

T T
(/wﬂﬁ<+mpsa/'@ﬁ<+mp&
0 0
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En utilisant les équations (5.1), (5.2), Uintégrale :

T T
/ A0dS0 — / 0re™ dt
0 0

est bien définie, ainsi que l'intégrale stochastique :
T T T
/ ¢dSy = / (e Syp)dt +/ 0Py Syd By,
0 0 0
puisque la fonction t — S, est continue, donc bornée sur [0,T], presque sirement.

Définition 5.1.2.
Une stratégie autofinancée est définie par un couple ¢ de composantes, les processus

adaptés (Gbg)te[o,T] et (¢ )iejo) vérifiant :
T T
1. / |¢$|dt+/ prdt < +oop.s.
0 0

t t
2. 250 + ¢S, = ¢SS + 0So + / #°dS? + / ¢sdSs p.s., pour tout t € [0, T).
0 0
On pose : S; = e ™S, le cours actualisé a linstant t de 'actif risqué. La proposition
suwante est l’analogue de la proposition (3.1.1) du chapitre 3.

Proposition 5.1.1.
Soit ¢ = ((¢Y, d1))eepo,r) un processus adapté a valeurs dans R?, vétifiant

T T
/ |7 |dt +/ ¢7dt < +oop.s. On pose :
0 0

Vi(9) = 6250 + 6,5, et Vi(9) = e "Vi(o).

Alors ¢ définit une stratégie autofinanée si et seulement si :

(5.3) Vi(6) = V(o) + / budBops.

pour tout t € [0,T].

Démonstration 5.1.1.
Supposons la stratégie ¢ autofinancée de l’égalité :

dVi(¢) = —re"Vi(¢)dt + e AV (¢)
= —rVi(@)dt + e ' dVi(9)

qui résulte de la différenciation du produit des processus (e=") et (Vi(¢)) (noter ici que le
terme de crochet (=", V.(¢)) est nul), on déduit

dVi(¢) = —re (e + @uS)dt + e glde ™ + e ,dS,
= (ﬁt(—T’@iTtStdt + eirtdst)
= ¢td5t'

D’ou ’égalité (5.3). La démonstration de la réciproque se base sur un raisonnement simi-
laire.
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5.2 Evaluation et couverture des options

5.2.1 Probabilité martingale

Reprenant le modele introduit dans la section 1. Nous allons montrer qu’il_existe une
probabilité équivalente a la probabilité initiale I, sous laquelle le prixz actualisé S; = ™S,
de l'action est une martingale. Utilisant I’EDS (Equation Différentielle Stochastique) vé-
rifiée par (Sy) on a :

dS, = —re"tS,dt + e dS,

— —rSydt + Sy(udt + odB,)
= S, [(u—r)dt+ o0dBy],

on a utiliser le fait que e~ "dS, = E(udt + 0dBy). Si on pose Wy = By + F==t, il vient,
alors : 0dW; = odBy + (pu — r)dt, et par conséquent, on a :

(54) dgt = O'gtth.

E==, il existe une probabilité

D’aprés le théoréme (2.5.2) de Girsanov appliqué sur 6 =

t
P* équivalente a P sous laquelle (Wt)te[o,T] avec Wy, = By +/ O.ds est un mouvement
0

brownien standard.

Remarque 5.2.1.

On admettra par la suite, que la définition de l'intégrale stochastique vu au chapitre
4 est invariante par changement de probabilité équivalente. Alors si on se place sous
peobabilité P*, de ’égalité (5.4) que (S;) est une martingale et que :

L o2 _ o2
Sy = Spexp ((M —r)t+oB; — 725) = Spexp(cW; — ?t)

5.2.2 Pricing (tarification ou valorisation)
Dans toute la suite, nous nous limiterons aux options européennes.

Définition 5.2.1.

Une option européenne est définie par une variable aléatoire Fr—mesurable, positive
h. Le plus souvent, h (I’actif conditionnel) est de la forme f(St), qui représente le gain
que permet exercice de 'option (dans le cas d’un call, f(z) = (x — K), et dans le cas
d'un put f(z) = (K —z)4, ou K est le priz d’exercice de l'option ).

Exemple 5.2.1.

Les options européennes sont soumises a un actif sous-jacent particulier. Le profit
dégagé a la date T pour un call est h = (St — K), si Uactif sous-jacent est lactif 1
et si le priz d’exercice de l'option est K, ot x, = max(z,0). Tandis que pour un put,
h = (K — S})4, h est la fonction du priz du sous-jacent d la date T.
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Comme dans le cas discret, nous allons définir la valeur de loption on la simulant.
Pour des raisons techniques, nous restreindrons la classe des stratégies admissibles de la
maniere sutvante :

Définition 5.2.2.

Une stratégie ¢ = (qﬁg’@) est admissible si elle est autofinancée et si la valeur

t€(0,T) ~ g
actualisée du portefeuille corespondant : Vi(¢) = @) + ¢Sy > 0, Vit € [0,T)] et telle que
sup V; est de carré intégrable sous IP*.

te[0,7

L’option est dite simulable si sa valeur a l’échéance est égale a la valeur finale d’une
stratégie admissible. Il est nécessaire que h soit de carré intégrable sous P*, pour que
Uoption définie par h soit simulable. Dans le cas d’un call h = (S — K),, cette propriété
est bien vérifiée puisque TE*(S2) < oo et dans le cas d’un put h est méme bornée.

Théoreme 5.2.1.

Dans le modele de Black et Scholes, toute option définie par une variable aléatoire h,
positive, Fr—mesurable et de carré intégrable sous IP* est simulable et la valeur a 'instant
t de toute portefeuille simulant est donnée par :

V, =IE* (e """ Ih|F,).
La valeur de loption a linstant t est donc définie par l’expression IE* (e”’(T’t)h|}"t) :

Démonstration 5.2.1.
Supposons qu’il existe une stratégie admissible ¢, simulant l’option. La valeur du por-
tefeuille (¢Y, ¢;) a la date t est donnée par :

Vi= ¢?S? + ¢tSt
et par hypothése, on a, Vy = h. Soit V, = eV, (VT = he ™) la valeur actualisée :
V= o) + 615

Puisque la stratégie est autofinancée, d’apres la proposition (3.1.1) et l’égalité (5.4) :
t
V;S = VE) +/ ¢sts
0
t ~
= ‘/0 +/ U¢sSdes-
0

Sous la probabilité IP*, sup 17t est de carré intégrable, d’aprés la définition des stratégies
t€[0,T7]

admissibles et [’égalité ci dessus fait apparaitre le processus (‘7,5) comme une intégrale
stochastique par rapport a (Wy). Il en résulte (cf. chapitre 4, équation (4.12) et proposition
(4.2.3)) que (V;) est, sous IP*, une martingale de carré intégrable. D ot

‘7;5 - ]E*(VT|E)7
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et par conséquent :
(5.5) Vi=eV, = (e 7T h|F,) .

Nous avons aussi montré que si le portefeuille ¢ simule l'option définie par h, sa valeur est
donnée par l’égalité (5.5). Pour achevé la démonstration du théoréme, il reste a démontrer
que loption est bien simulable, c’est-a-dire & trouver des processus (¢?) et (¢;) définissant
une stratégie admissible et tels que :

¢PSY + ¢Sy = B (e "TID|F,) .

Sous la probabilité P*, le processus définie par M; = IE* (e "Th|JF;) est une martingale de
carré intégrable. (F;) est la filtration naturelle de (By), et aussi la filtration naturelle de
(W), d’apres le théoréme (2.5.3) de représentation des martingales browniennes, il existe

un processus adapté (Ky)iepor : tel que IE*(fOT K?ds) < +o0 et :
t
Vi € 0,7] M, = M, +/ K. dW,p.s..
0

La stratégie ¢ = ((¢?, ®t))ecpo ), avec ¢y = Kt/(agt) et ¢? = M, — gf)tgt, est alors, d’aprés
la proposition (3.1.1) et I’égalité (5.4), une stratégie autofinancée, dont la valeur a la date

t est donnée par :
%(¢) — ertMt — IE* (efr(Tft)h‘ft) 7
d’apres cette expression, Vi(¢) est une variable aléatoire positive, que sup Vi(¢) est de
te[0,7)
carré intégrable sous PP* et que Vr(¢) = h. On a donc bien une stratégie admissible
simulant h.

Remarque 5.2.2.
Quand la variable aléatoire h est de la forme h = f(St), on peut expliciter la valeur
Vi de Uoption a la date t comme une fonction de t et S;. On a en effet :

‘/t — IE* (efr(Tft)f(ST)LFt)
- IE* (e—r(T—t)f(SteT(T—t)eU(WT—Wt)—(02/2)(T—t)|}‘t)> )

Or, la variable aléatoire Sy est Fy—mesurable et W — W, est indépendante de F; sous IP*.
On a donc V, = F(t,S;), avec

(5.6) F(t,z) = IE* (efr(Tft)f (xeT(T*t)ed(WT*Wt)*(UQ/Q)(Tft))> 7

comme, sous IP*, Wp — W, est gaussienne centrée de variance T —t :

+o00 iy
Pltya) = @0 [ fgetr-rtiam-orenT= € 2y

—oo V2T
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Le calcul de F peut s’améliorer dans le cas du call (f(z) = (x — K)4) et du put (f(x) =
(K —x)4). Par exemple si l'on prend f(x) = (x — K)4, on a, d’aprés ['égalité (5.6) :

F(t,(l}) — IE* (e—r(T—t) (Ie(r—gg/Q)(T—t)—l—a(WT—Wt) - K) )
+

— IE* (meax/gg—aze/Q . Ke—r0> ’
+

avec 0 =T —tet g est une gaussienne centrée réduite.

5.2.3 Couverture des calls et des puts

Dans épreuve du théoréme (5.2.1), nous avons invoqué le théoréme (2.5.3) de re-
présentation des martingales browniennes pour prouver [’existence d’un portefeuille simu-
lant. Dans la pratique, il est important de pouvoir construire efficacement le portefeuille
simulant pour couvrir une option et on me peut pas se contenter d’un simple théoréeme
d’existence. Nous allons voir comment, dans le cas ou l'option est définie par une va-
riable aléatoire de la forme h = f(St), on peut expliciter le portefeuille de couverture. Un
portefeuille simulant est donné, pour chaque instant t, par la valeur actualisée :

‘7;5 = e_TtF(t, St>,

ot F' est la fonction définie par U'égalité (5.6). Sous des hypothéses tres larges sur f, et
dans les du call et du put ot on dispose des formules explicites de la remarque (5.2.2), on
remarque que la fonction F est de classe C™ sur [0, T[xR. Si on pose :

F(t,z) = e "F(t,ze™).
ona:V,= f(t, gt) et, pour t < T, d’aprés la formule d’Ité :

< . LOF
F(t,S,) = F(o,so)+/0 = (5, 5,)dS,

YOF, - /H@Qﬁ TP
+ PR
0

—(s,55)ds + (s,S55)d(S,S)s.
o Ot

De légalité dS, = SodW,, on déduit que d(S,S), = 025%ds, d’ot la fonction F(t,S;)
prend la forme suivante :

~ o~~~ POF ~ ~ '
F(t,S,) = F(0,8) + / 05 —(5,5)S.dW, + / K. ds.
0 0

Xz

Or, ﬁ(t, §t) est une martingale sous IP*. le processus K, est nécessairement nul. D’ot :
t
F(t,S;) = F(0,S0) +/ o—(8,S5)SsdW;
0

t
o P
_ F(O,So)+/
0
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Le processus de couverture ¢, prend la forme :

OF ~_  OF
¢t = %(ta St) = %(@St)-

Si on pose @) = ﬁ(t, gt) — gbtgt, le portefeuille (¢?, ¢;) est autofinancé et sa valeur actua-

lisée est Vi = F(t,S;).

Remarque 5.2.3.
Le calcul précédent montre qu’on peut traiter les options de la forme f(St) sans passer
par le théoréme de représentation des martingales browniennes.
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Solutions

Chapitre2

Exercice 1 :
i) Soit n € N. Il s’agit de montrer que {T Av <n}, {rVv <n}, et {T+v <n} sont
des éléments de F,,. Or

{TAv<n}={r<n}u{r<n}

et T etv étant des temps d’arrét, {T < n}, et {v < n} appartiennent a F, et donc
{rAv<n}eF, Deméme{rVv<n}={r<n}n{v<n}eF,. Enfin,

{t+v<n}= U{Tgk}ﬂ{ygn—k}.
k=0

Or, pour 0 < k < n,{r <k} C Fr C Fpet{v < n—k} C Fo,_p C Fp; donc
{r+v<n}eF,.

it) Soient A € Fretn € N. Comme {v <n} C{r <n},ona An{r <n} =An{r <
n}N{v <n}.
Mais AN{r <n} e F, et {v <n} e F, (v estun temps d’arrét); donc AN{r <
n}N{v<n}eF, et An{v<n} € F, DoncAc F,.

iti) On sait déja, d’apres i) et i), que Frp, C Fr N F,. Montrons linclusion inverse.
Soit A € F,.NF,, évidemment A € F. Pour montrer que A € F,,,, on doit prouver
que, pour tout k > 0, AN{r Av < k} € Fi. Mais on sait déja que AN{r <k} €
Fi et A0{v < k} € Fy. Donc, en se rappelant que {TA\v < k} = {7 < k}U{v < k},

An{tAv<k}=An{r <k}u{r <k} =An{r <kHUAN{r <k}) € F.
iv) Soitn € N. On a

{r<vin{r<n}=|J{r=kn{r>k}

Mazs, pour 0 < k < n,

{r=k} = {r<k}n{r<k-1}€ F CF,
{v>k} = {v<k}*eF C F.

71



Modele a temps continu : Modele de Black et Scholes

De ce fait, {T <v}in{r <n} e F,et{r <v}e F,.. onade méme,
{r<vin{v<n}=|J{r=kn{r <k}
k=0

et comme, pour 0 <k <n,{v=k}eFy, C Fret{r<k}={r<k—-1} e Fp1 C
Fu, on a aussi {T <v}nN{v <n} e F,et{r <v} € F,. Enfin,

{r=vi={r<vi‘n{r<r}ce F,NF.

Exercice 2 :

1. SoitY € LYQ, F,P)et X,, = IE(Y|F,), donc Xi1 =IE(Y|F,41), ona :
- E([X,]) <E([Y]) < +oo,

IE(XnH’]:n) = IE (E(Y’Fn+l)’fn)
IE(Y|F,) P p.s.

2. Xq,...,X, une famille de v.a. intégrable, centrée et indépendantes 2 a 2.
On pose ! Sz = Xl + -t Xi7 1.€. SfL'Jrl = SZ + XiJrl’ \4) XiJrl H.E
- IE(|S)]) < +oo (Vi, X, est centrée),

E(Sig|F) = IB(S + XinlF)

= IE(Si|F) + IE(Xin|F)
Si + IE(Xiy1)
= S (car IE(X;11) =0).

Exercice 3 :
Soit (X,; n € N) une suite de v.a.i.i.d (indépendantes et de méme loi). on note m =

u 1
E(X) < +oo et = o(Xy,..., X,) et ¥, =) iX; — @m

i=1

n+1

) n—+1)(n+ 2
Yo = ;ZX1—< >2( )m
" 1 2
=1
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(n+ 1)(n+2)
m 2

(n+1)(n+2)
2

S X (4 DIB(X)

n

= Zin‘ +(n+1)m—
i=1

= Y iXi+(n+m[l-

=1

“ 1

= Y ixi- nnt+1)
: 2
=1

= Y,.

— Comme Y, est finie par construction, Y, est F,—martingale.

(n+1)(n+2)
" 2

]

n+ 2

Exercice 4 :
— Soit (Xp)n>0 une suite de v.a. a valeurs [0,1]. On pose F,, = o(Xo,...,X,). On
suppose que Xo =a € [0,1] et que

P(Xp1 = %]}"n) =1-X,, PX,= H al | Fa) =
1. Vn e N, IE(|X,|) =IE(X,) < +o0, carVn, X, € [0, 1].
2. ¥Yn € N,
B(X,|F) = 5 PN = ) 4 2 P (X = )
= -(1—Xn)+1+2X"-Xn

[(1 - Xn) + (1 + Xn)]

Fh0o| Bvo e va

3. D’apres une propriété d’espérance conditionnelle, on a,
E((Xp41 — Xn)?) = EIE(Xam — Xa)*|F0))
= IE(X2., —2X, 11X, + X2|F)
= IE(X,|F) —2X+ X,

E(X2,,|F,) = <%) (1-X )+(X;H>2Xn

Or,
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donc

Xn
IE((Xn—i-l - Xn)2|Fn)) = T(l + 3Xn) - X?%

1
= -X,(1-X,).
Xl = X,)

Exercice 7 :
1. x On a IE(B,B?) = IE (IE(B,B?|F;)) . La v.a. B, est Fs—mesurable, d’ot, si
t > s,IE(B,B?) = IE (B,IE(B?| .F,)) .
On sait que B2 —t est une martingale, donc I&(B?|F,) = Bs—s+t. En utilisant
le fait que By est centré et que IE(B?) = 0, on obtient que
IE(B,B?) = IE(By(B, — s + 1)) = IE(B?) = 0.
x Si s >t
E(B.B;) = IE(IE(B,B|F))
= IE (B/IE(B|F)) = IE(B}) =0,

B,, sit>s

By sit<s.
Le premier cas, pourt > s, By est un mouvement brownien, le deuxiéme cas,
pour t < s, B, est Fs—mesurable.

x Sit > s IE(By|Bs) = IE(By— Bs+ B, | B;) = IE(B;— B,|B)+Bs = Bs car B;—
By est indépendant de By et centré.
2. Pours <t
IE(B{B;) = IE(IE(B;B|F,))
= IE(BIIE(B;|F))
= IE(B?IE(B} — t|F,) +t)
—_———
=B2—s
= IE(B!+ (t —s)B?) = 3s* +t(t — s).
De méme pour t < s IR(B?B?) = IE(IE(B?B2|F;)) = 3t* + s(s — t).

3. La variable aléatoire By + By est gaussienne centrée (car B est un processus
gaussien), on peut écrire By + By comme une somme de deuz v.a. gaussiennes
indépendantes : By + Bs = (By — Bs) + 2Bs. Donc

Var((By — Bs) +2Bs) = Var(B; — Bs) + 4Var(Bs)
= t—s+4s=1+3s.

Le mouvement brownien est une martingale, donc IE(By|Fs) = {

4. Soit 05 une v.a. bornée Fs—mesurable. On a, pour s <t
IE(0s(B;—Bs)) = IE(IE(0s(B;,—Bs)|Fs)) = IE(0,IE(B;— B, | Fs)) = IE(0,IE(B;—Bs)) = 0.
De méme

]E<95<Bt_Bs)2> = ]E(]E(es(Bt_Bs)zlfs)) = ]E(QSIE((Bt_BS>2’Fs)) = (t—S)]E(Q)
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Modele a temps continu : Modele de Black et Scholes

Chapitre 4

Exercice 1 :
- Soit a, 0 deux constantes réelles, (B)i>o un Fr—mouvement Brownien et

1 1
dXt = ——OéXtdt ‘l— —UdBt
2 2
d’apres la définition de processus d’Ito :
1 1
dX; = Kidt + HydB; avec K, = —éozXS et Hy = 50,
deux processus F;—adaptés.

~ Soit Y, = X, - e%, donc dY; = d(X; - e%t), d’aprés la formule d’intégration par
partie :

d(Y)) = Xyd(e%)+e7dX, +d(X,e?),

at at 1 1
= - Xpcexdt+ 67(—504Xtdt + §adBt)

CIESE RN

at
s ez dBt,

t
notons que d{X,e2), = H, - H;dt = 0. Il vient, alors Y; =Yy + § - et / dB,.
0

Xt = 6_7 }/;

t
— Yo-e—‘?+3/d35.
2 0

Exercice 2 :
Nous cherchons un processus adapté (St)i>o solutions de :

dSt = St (,udt + O'dBt) s SO = Xy

t t
et tel que les intégrales / Ssds et / SsdBg aient un sens et qui vérifie,
0 0

t t
Vt:IP p.s. Sy =S +/ wSsds +/ 0S,dBs.
0 0

On a:
s,

t

¢
= (pdt + 0dBy) , i.e. log(S;) = / uds + odBs, S; positive.
0
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Modele a temps continu : Modele de Black et Scholes

Appliquons la formule d’Ité sur le processus Yy = f(S;) = log(S;), ot S; est un
processus d’Ité avec Ky = uSs, Hy = 08y, et d{(S,S), = H2ds = 025%ds,

t ! ]_ t 12
Y, = log(St)—log(So)—i-/ log (SS)dSS+§/ log (S5)d(S,S)
0
= log(xo) + dS /— 0?S%ds

Ss d dB; 2t
= log(a:o)+/ (M SSJFU ) _ %/ ds
0 s 0

2
o
= log(zo) + (1 — ?)t +oBy

}/;5 = 10g(St) < St = €Yt
St _ elog(xo)—s—(u—ﬁ)t—&—oBt
I ]

Exercice 3 :
Soit (0, F, (Ft)e>0, P) une base stochastique, B un mouvement brownien standard et
A une constante réelle.

1. Appliquant la formule d’Ité sur'Y; = f(X;) =

X .
-X;

f(Xo) + /f $)dXs + = /f” d(X, X), avec(XXt—/Hst

X; est un processus d’Ité avec Ky = —N\?X2(1-X,), Hy, = AX,(1-X,) et d(X, X), =

AN X2(1— X,)?%ds, de plus, f'(z)= ﬁ et f(z) = 2

(1-z)3"
On remplace dans la formule, on obtient :

T ! 1 2 12
y, — +/0 Tl YR = Xo)ds £ AX, (1= X,)dB)

1—=x

t
1
e NX(1 - X,)%
T /0(1_)@3 2(1 - X,)%ds

T toAX
= = __dB,
1—x * /0 (1 - Xs)
T t
= +/ NY,dB,.
11—z 0

tdY t t
2. On adY, = M\Y,-dB; i.e., / S:/)\st:>1nYt:)\/st.
0o Ts 0 0

Déterminons I’EDS vérifiée par g(Y;) = InY;, par la formule d’Ité

InY; = g(¥;) = g(Yo) + /O g (Yo)dY, +% /0 g (Yo)d(Y,Y),
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Modele a temps continu : Modele de Black et Scholes

avec Ky =0, Hy = =\Y; et d(Y,Y), = N2Y2ds, de plus, f'(y) = et f"(z) =

Y

—#. Donc :
t )\2 t
myY, = In— +)\/ dBS——/ds
1—2z 0 2 Jo
x A2t
= 1 B, — —.
N AT
A2t
Kzl—xexp[ABt_T]
Or;
Xy Y;
Y, = — X; = .
T1-X, TV 1
Finalement ;
v - &-exp[ABt—’\TQt]
. =

12 -expAB, — 21 + 1
5

2 .
aj~exp[)\Bt—’\72t]+1—:c

x - exp[A\B; —

Exercice 5 :
On considere [’équation :

dX; = a(t)X,dt + b(t)dt + c(t)dB,

a(t),b(t) et c(t) sont des processus adaptés, B, un mouvement Brownien standard.

1. Soit I’équation homogene : dX; = a(t)Xdt, b =c =0,

t dX t t
/ = | a(s)ds <= X, =Y - eV avec a(t) = / a(s)ds.
o Xs 0 0

2. Variation de la constante : posons Y (t) = e *WX,, Yy = Xo. D’apres la for-
mule du produit :

dy, = e WX, + X,d(e W), (X,e ), =0
= O (a(t)X,dt + b(t)dt + c(t)dBy) + X; (—a(t)e ™V at)
e *O[b(t)dt + c(t)dBy).

En intégrant, il vient :

t ¢
Y=Yy + / e )p(s)ds —I—/ e *®e(s)dB,.
0 0
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Modele a temps continu : Modele de Black et Scholes

Comme Xy =Y,

¢ t
X, = Xoe® 4 / e?D=2)p(5)ds +/ eV~ ¢(5)dB,.
0 0

Cas particulier : a(t) = —%H = a(t) = —log(l+1), b(t) =0, c(t) = I%t, alors,
"1 ‘1 1
X, _/ R -Ods+/ T an,
o \1T+¢ o L+t 1+s
1
-~ _.B,.
141
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