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Semestre 4 : Fonctions Complexes & Une Variable Complexe.

Ezercice 1
Résoudre dans C, 2isinz +e % =14 2i.

isinz et =142 =2 T Lo 149 e =142 dotona
2
iz = Log(1 + 2i) <= z = —iLog(1 + 2i) = —i (Log |1 + 24| + i Arg(1 + 21)),

1
Log |1 + 2i| = Log V5 = 3 Log 5.
Arg(1 + 2i) = Arctg 2 + 2km, k € Z.
Finalement,

2z = Arctg 2 + 2km — %LogS, k e Z.

Ezercice 2
Calculer les nombres suivants ; (chaque nombre sera donné sous la forme a4 i3 ot « et

G sont des réels).

1. A=ie” 2. B = cos(3 + 5i).

1. A=ie " =i(cos(—1) +isin(—1)) =i(cos1 —isinl) =sin1 +icos1.

2. B = cos(3 + 5i) = cos 3 cos(hi) — sin 3sin(5i) = cos3ch b — isin 3sh 5.

Exercice 3

2
Donner le développement en série de Laurent de : f(2) = ———— » dans 'ensemble

2(z — 2)
427:{26([3, /2<\z|}.
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1°"¢ Méthode :
Décomposons f en éléments simples,

2 a b (a+b)z—2a
f(z)_z(z—Q)_;+z—2_ 2(z—2)
On trouve a = —1 et b =1, donc
2 1 1
f(z) = -

1 1 Ie= /2" <= 2
P 2 = = — — g _
our |z| > ,ona — ( 2) . E (z) E s,
z n

Finalement, Vz € o7

2" 1 1 2 4 1
A = _—— = — J— _ — —
/) c— Ml 2 (z 22 23 ) z
2 4 8 2" =
St atat ottt =Zzn+1~
n=1
o on+1
- n+2
n=0 <

2¢me Méthode :

2 2/ 1
fz) = 2(2—2):;(2—2)
2 1 2 o= 2\ . ontt
= Z(Q)%Z(z) :Zzn+27 VZEle.
Z n

Ezercice /
Calculer les résidus suivants, tout en précisant la nature de la singularité;

6 — 5z + 2 :
Kes (Ti;j’ 20:3) : Hes (2461/2—2—47 20:()) )

et (-2 22
Soit f(z)_ 2(2_3)2 B 2(2—3)2 _2(2_3)7

on voit que 3 est un pole simple, et on a,

%es(f(z), Zo=3> = Hes <i 2’023) = lim(z—?))i: lim 22 :%.

2(z — 3)7 z—3 2(z—3) z2—3 =z
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Soit

| 1 oz
— il 2t n!
n=0 ’ =0
ifiply Loy L Lo 1 ! 1+Z+22+23+
= Z — o« .. _ JE— JE— JE— o« e
z 2221 0 2331 2441 255l 24 2t 3l

+1 1 1 +1 1 1 . 1 1 e 1 1 n
— ... — [ — - — - = - — 2|l — — — -
22 \6! 2! z \5h! 3l 3! 5l 2 6!

359 1 191 19 359

e e —— o — —_— —2 .« o .
B 72022 1202 1207 T720° T

On voit que 0 est une singularité essentielle, c’est a dire d’ordre infini, et que le résidu de g

19

1
en 0 étant le coefficient de —, on a alors : Zes (g(z), 2y = O) =120’
z

Exercice 5
1. Montrer que la fonction suivante est harmonique dans R2.

A(z,y) =3shzcosy —2x + 7, x ety sont deux réels.

2. Déterminer le conjugué harmonique de A, on le note B.
3. En déduire que la fonction f(z) = A%(z,y) — B*(z,y) + 2iA(x,y)B(x,y), est holomorphe
dans C.

1. Montrons que A est harmonique dans R2.
Al (x,y) =3chzcosy — 2, Al (z,y) = —3shxsiny,

Al(z,y) = 3shzcosy. Alylg(x,y) = —3shzcosy.

On a donc, AA(z,y) = Alz(2,y) + A (z,y) = 3shzcosy — 3shacosy = 0.
2. B conjugué harmonique de A, donc le couple (A, B) vérifie les deux conditions de Cauchy-

Riemann, c’est a dire;
Ay(z,y) = By(z,y), (1)

De I'équation (1) on tire : B)(z,y) = 3chzcosy — 2, d’out

B(:E,y):/(SChxcosy—Q)dy:30hx/cosy dy—2/ dy = 3chxsiny — 2y + ¢(x).
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¢ est une fonction ne dépendant que de la variable x. Replagons B(x,y) dans 1’équation (2),
on a :
—3shzsiny = —(3shasiny) — ¢'(x) = ¢'(r) = 0 = ¢(x) = ¢, ou ¢ est une constante
réelle. Finalement,

B(z,y) =3chxsiny — 2y + c.

3.z = x+iy ou x et y sont des réels. Montrons que f(z) = A%(x,y)—B?(z,y)+2iA(x,y)B(x,y),
est holomorphe dans C, c’est & dire dérivable.

On a f(z) = (A(z,y) +iB(x,y))?, or la fonction A(z,y) + iB(x,y) est holomorphe dans C,
car (A, B) est un couple de fonctions harmoniques conjuguées. Il en est de méme du carré de
cette fonction.

Exercice 6
Utiliser le théoreme des résidus pour calculer 'intégrale suivante :

00 eBiz d
S = / =
oo T —
En déduire la valeur de I'intégrale,

- / cos(3z) + x sin(3x) p
241

Z.

e Soit f(z) = efizi = 523 e¥ s ou P(2) =1et Q(z) = 2z —i.

On a, d°P —d°QQ =1 —0=1 > 1, I'inégalité est vérifiée.
f a pour seul podle le nombre ¢ , et il n’est pas réel; sa partie imaginaire étant strictement

positive, on a donc;
o] 321: d
I = / x—2m%’es<f( ), 2)

T —1

3iz

i est un pole simple, alors Zes (f(z), 2) = lim (2 — ) = lim (e**) =e?
zZ—1 z — 1 zZ—1
Finalement,
00 p3dix dr
I = - =2mie?
Ceo T —

eiT (005(335) + sin(&r) (@+i) cos(3z) — sin(3x) n .cos(3z) + wsin(3z)

O = -

[ nax_i (I'—Z)(I'—f‘l) $2+1 ? Qj‘2+]_
00 3 o 3
/ x cos( :702)+ 15111( ?) dx = 0, (évident, car c’est I'intégrale d’une fonction impaire).
/oo cos(3x) + xsin(3z) g — o /OO cos(3x) + x sin(3x) di = 2re=3. dou:
o 2?2 +1 2?2 +1
o / cos(3x) + zsin(3x) dr — me 3.
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