CHAPITRE 3
INTEGRABILITE DANS C

Définition 3.0.1 Chemin :

Soit Q un ouvert de C. Un chemin y est une application continue, d'un intervalle fermé I de R
(non réduit a un point) dans €. y est supposé étre continfiment dérivable par morceaux, c’est
a dire qu’il est une primitive d'une fonction y’ continue par morceaux.

y:I=[abl—Q, a#b

Lorsque t décrit [a, b], le point y(t) décrit dans le plan C, une trajectoire y(I).
y(a) est appelé I'origine du chemin et y(b) son extrémité.

Exemple 3.0.1
— le chemin est un segment de droite.

y: [0,1]] — C
t — yp)=a(l—t)+bt

a et b deux complexes donnés. Le chemin est un segment de droite fermé d’origine le point
d’affixe a et d’extrémité le point d’affixe b.
— le chemin est un cercle.
y: [0,2n] — C
t — yp)y=a+re!

a € Cetr> 0. Le chemin est un cercle de centre le point d’affixe a, et de rayon r. On remarque
que y(0) = y(2m), le chemin est donc fermé.

Définition 3.0.2 Lacet:
Tout chemin oir I'origine se confond avec l'extrémité est appelé un lacet.

Définition 3.0.3 Chemins opposés :
Etant donné un chemin y de [a,b] dans C , on appelle chemin opposé a y, et on note y° le
chemin :

VWit yla+b-t)

Onay°(a) = y(b) et y°(b) = y(a).

YV est le chemin y parcouru en sens inverse.
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Définition 3.0.4 Juxtaposition de deux chemins :

Etant donnés deux chemins :
y1: [ab] — C

v2: ledl — G
et tels que y1(b) = y2(c).
On appelle juxtaposition dey1 et dey, et on note’y = y1Vy,lechemin:y : [a,b+d—c]— C,
tel que :
{y(t) = 1(t) pour tE€ [a,b]
y(t) =yt =b+c) pour te[bb+d-—c]

Onay(a) =yi@a)et y(b+d—c)=yd)

Définition 3.0.5 Chemins équivalents :

Soient y1 : Iy = [a,b] —— Cet v, : I, = [c,d] —— C deux chemins. On dit que y et ¥,
sont équivalents s’il existe une bijection croissante ¢ : I, —— I, continue et continfiment
dérivable par morceaux, ainsi que la fonction réciproque ¢!, telle que y,(t) = y1(p(t)) dans .
y1(hh) et y2(Ip) sont alors les mémes. les origines et les extrémités de y1 et y, sont les mémes.

Exemple 3.0.2 y; est un chemin donné, considérons le chemin y, tel que :

Yy it —— (At + p) oit A > 0 et p réel quelconque. les chemins 1 et y, sont équivalents.
remarquons que lorsque t parcourt le segment [a, b], alors (At + p) parcourt le segment

[Aa + u, Ab + p]. Dans la pratique, il est bon de ne considérer que le chemin [0, 1].

3.1 Intégration le long d’un chemin
y : [a,b] —— C un chemin. Soit f une fonction complexe continue par morceaux :

f : y([a,b]) —— C, alors la fonction composée t —— f(y(t)).y’(t), est continue par
morceaux dans [a, b], par suite son intégrale dans cet intervalle est définie.

Définition 3.1.1 On appelle intégrale de f le long du chemin y, le nombre complexe :

b
(z) dz = ().’ (t) dt
sz z fafy 14

Propriétés :
o Si f est telle que |f(z)] < M, pour tout z € y(I), alors ny(z) dz‘ < Mfab Iy’ (t)ldt = ME,

¢ est la longueur du chemin y.
e Si 1 et y; sont deux chemins équivalents alors :

(z)dz = (z)d
ylfz z ﬁzfz z

e Si 10 et y sont deux chemins opposés alors :

fyof(z) dz = —Lf(z) dz

e Si y est la juxtaposition de deux chemins y; et y; alors :

f f@)dz= | f(@)dz+ | f(z)dz
Y=rivra 12 72

Théoréeme important
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Théoréeme 3.1.1 f : B(a,r) € C —— C, une fonction dérivable, alors pour tout lacet y dans
C,ona
f f(z)dz=0
Y
Preuve:

b b
f ) dz = f FO®) @) dt = f £00) do®) = (FOO). = £®) - Fipla) = 0
Y a a

Théoréme 3.1.2 (A admettre) :
Pour une fonction dérivable dans D C C admette une primitive dans D ; il faut et il suffit que

pour tout lacet y contenu dans D, on ait f f(z)dz =0.
Y
Lorsqu’il en est ainsi, toute primitive F de f dans D s’obtient de la facon suivante :
F(z)=C+ f(u)du
a(z)
ot a(z) est un chemin quelconque contenu dans D, d’origine un point fixe (arbitraire) zy € D

et d’extrémité z. La différence de deux primitives de f dans D est une constante.

Exemple 3.1.1 Soit D = C - {0}, et soit f(z) = 1/z qui est dérivable pour z dans D. Si l'on
considere le lacet y : t —— €' défini dans [0, 27t), qui est évidemment contenu dans D, on a

dz gt .
f—:f zjdt:2m¢0
y Z 0 e

D’oui f n'a pas de primitive dans D.

3.2 Notion d’homotopie

L’idée intuitive d’homotopie de deux chemins est celle d'une «déformation continue»
faisant passer de I'un a l'autre.

Définition 3.2.1 Soient D un ensemble ouvert de C, y, : I —— C, y, : | —— C deux
chemins contenus dans D, définis dans le méme intervalle I = [a, b]. On appelle homotopie de
y1 a Yy dans D, une application continue ¢ : I X | —— D, out | = [c,d] est un intervalle de
R, telle que @(t, c) = y1(t) et @(t,d) = ya(t) pour tout t € I.

Remarque:

e : On dit que y; est homotope a ), s'il existe une homotopie de y; a y, dans D.
e : On définit de la méme maniere I'homotopie de deux lacets dans D.

Soit ¢ : I X | —— D, une homotopie de ), a )1, et en plus ¢(a,s) = ¢(b,s) Vs € .

3.2.1 Ensemble simplement connexe :

Soit D un ouvert de C, on dit que D est simplement connexe si tout lacet y esthomotope
a un point ( un point=lacet constant).
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Théoréme 3.2.1 f : C —— C une fonction dérivable; y, et y, deux lacets homotopes alors :

f(z)dz = f(z) dz
71 V2

Corollaire 3.2.1 Soit D un ouvert de C simplement connexe et f une fonction complexe
dérivable de D dans C. Alors ¥y un lacet dans D, on a

f f(z)dz =0,
Y
en particulier :

f admet une primitive f f(z)dz =0, Vy lacet.
Y

3.2.2 indice d’un point par rapport a un lacet

Soit y : [a,b] —— D un lacet, et z; ¢ y([a, b]), on appelle indice du point z, par rapport

ay,le nombre
1 dz
j(ZO/ 7/) = _f
14

2ni ), z — 29

Proposition 3.2.1
e Siyy et y, sont deux chemins homotopes alors, I (zo, V1) = J (20, )2)-
® J(zo,7y) est toujours un nombre entier positif ou négatif.

Preuve:
Montrons la deuxieme assertion que J(zo,y) € Z.

t ’ b ’
Soit(t) = | - ,(it)(i)ZO ds, et donc h(b) = f ” (7;)(5)20 ds = 211 (20, ).
Onal'(t) = )/()t/)—(—)zol posons ¢(t) = (y(t) — z0) e™®, d’otr

g (t) =[Ot —z0) + V' (H)] e = [—y/(H) + /()] e™® = 0, ¢ est donc constante. On
a donc les équivalences suivantes

g(a) = g(b) = (y(a) — z0) €@ = (y(b) — zp) e™"? = h(a) = h(b).

')
a V(S) — 20
période 2mi, on a alors h(b) = 2kmi o k € Z.
Finalement 2kmi = 27i.J (29, ) &= J(20,7) =k € Z.
Interprétation géométrique : Le nombre J (2o, y) désigne le nombre de tours que fait y
autour de z. Si k est positif, les tours se font dans le sens trigonométrique, sinon k est
négatif.

Comme h(a) = ds = 0, la fonction exponentielle étant périodique de
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3.3 Formule de Cauchy

Définition 3.3.1 fonctions analytiques :
Une fonction f : QO — C est dite analytique au point z si elle est développable en série entiere
au voisinage de z.

ad (n)
f<z>=2an<z—zO>"—Zf (Z°)< —z)"

n=0 n=0

Théoréme 3.3.1 (De Cauchy)
Soit Q) un ouvert simplement connexe, y : [a,b] — C un lacet dans Q. Pour toute fonction
analytique f : QO — C et pour tout zo ¢ y([a,b]) on a

f(z0) - I(z0,7) = 21 f_(zio
Preuve:
Posons : f(z) — f(z0) si z#z
8(2) { fTE O
f'(z0) si z=2
f analytique dans Q;
(5
f()_Zf (O)Z_ O)n
(n)
3@ = f(Z> f( D = )+ (- 20 Zf w0

d’ot1 g est analytique dans Q qui est simplement connexe, on donc f 8z)dz=0=

f@O-f@) , o (SO . ([, _,
y 2720 yZ= 20 , 2= 20
D’ou: @ e 1
zZ Z0 '
)/Edz: )/Edzzf(%)‘f];z—zo dz = 2mif(zo) - I(zo, y)

Corollaire 3.3.1 Sous les mémes hypothéses que le théoreme précédent, on a :

i

(Z —_ ZO)YI+1

f(z0)  I(zo, y) =

3.4 Généralisation de la formule de Cauchy
Définition 3.4.1 On appelle couronne de centre a et de rayons ry et 1, I'ensemble :
C=zeCO<r <l|lz—al<r}

Proposition 3.4.1
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1. € n’est pas simplement connexe.
2. Soient py et py telsquery < p1 < p, <17
yi: [0,2n] — C H ya: [0,2n] — C

t — a+pel t +— a+pyet
y1 et v, sont homotopes .

Preuve: 1
1.) Soit f(z) = — p elle est analytique dans €. Siry <r <rety(t) =a+ret: 0<
t<2m
ff(z)dz-f dt 2nti #0
2.) Soit

¢:[0,2n]x[0,1] — ¥
(t,s) = O(t,s) = (1 —=s)yi(t) +sy(t)

On a bien :

¢t,0) = yi(h)

o, 1) = (b

#0,5) = (1—-9)y1(0) +sy2(0)

(1 = 8)y1(2m) + sy2(2m)
= ¢(2m,s)

y1 et y» sont homotopes.

Théoreme 3.4.1
f ¢ — C une fonction analytique, et € = {z € C/0 < 1y < |z — a| < ra}. Alors pour tout z,
vérifiant 0 <71 <71 <l|zo—al<r,<ryona:

! f@) 1 f@)
f(ZO)_Ef);Z—ZOdz_%\fylz—zodz

avec : y1(t) = a+r, el et yo(t) = a+rje"

Preuve :
Posons

zZ— 2y

f(z) f@) si z# 2z
8(2)

1"(z0) si z=2z

g est analytique, comme y; et ), sont homotopes, alors :
f@& -G, _ [ O fE)

Z— 2 Z— 2

g(z)dz = Q(z) dz

71 V2 71 V2
@ o
‘Ll zZ= 20 %= fe) 71 - ‘Lz Z~ Zo - fw) y

1 . T
dz est nulle puisque zj est a 'extérieur de y;.
zZ—2Zy
71

Théoreme 3.4.2
Soient ¢ ={z€ C/O0<r <l|z—a|<mlet f: ¢ —C,
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et soit y est le lacet  y :[0,2n] — C
t — yt)=a+ret r<r<nr
alors pour tout z € € ona:

[o¢]

f0) =Y ee—ar+Y. —
n=1

n=0

aovec : 1 f( )
Z n—
= 5 ) W dz et d, 27U ff(z)(z a)" dz

Ou sous forme condensé :

f@) =) anz—a)"

nez.

a, = ZLm fyf(z)(z —a)" 1 dz

3.5 Développement de Laurent

Définition 3.5.1
f: Q — C est dite développable en série de Laurent au voisinage de a € € si

[o¢]

f0) =Y ete—ar+Y. -
n=1

n=0

pourtoutze%:{zeC/0<r1<lz—a|<r2}

Remarque:
Posons f(z) = Z a,(z—a)", etsoity() =a+rel =z r<r<mn
nez

fy@®) = Z a,r" €™ ; soit p € Z; on a alors :

nez.

27T 27T 27T
f f(V(t)) e—ipt dt = f (Z anrﬂ eint] e—ipt dt = Z anrn f eit(n—P) dt =2 - ap 7P
0 0 nez nez 0

=a, = ﬁ f f(y(t)) e " dt = que les ccefficients de Laurent sont uniques et par

conséquent, le développement de Laurent d"une fonction est unique.

Exemples :
1%
2

Donner le développement de Laurent de f(z) = iz dans la couronne ¢ =
{zeC/1<|z|<2}.
Réponse :
£ B 2 1 1
Ecrivons que f(z) = z+1(z+3) z+1 z+3
° |z|>1=>a<1d’ot1

1 W1 (L
z+1 Z( 4 7]

(+3)
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° |z|<3=>§<1d’ou

z}-?) Z) 32(

3(1

tinalement pour 1 < |z| <3 ona:

- (1)
e Zn+1

f(z) =

3 (_1)nzn
3n+1

Z(_ )" (Zn+1 - 3n+1)
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