2.1- Introduction :

La méthode de calcul utilisée dans notre travail est la méthode LMTO (Linear muffin-
tin orbital). Le potentiel self-consistent utilisé dans cette méthode est basé sur I’approximation
du gradient généralise (GGA) pour le calcul de 1’énergie d’échange et de corrélation utilisé
dans la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT). Ces approximations sont standards et
sont largement utilisées comme approche pour 1’étude des propriétés ¢lectriques des
matériaux. L’objectif le plus important de la physique c’est la description des systémes a
plusieurs particules. Les solutions analytiques de I’équation de Schrédinger sont possibles a
quelques systemes tres simples, et numériqguement des solutions exactes peuvent étre
trouvées pour un nombre restreint d’atomes et de molécules. Cependant, la plupart des cas,
tels que la réaction des surfaces, les interactions electron-electron dans les solides exigent
I’utilisation du modele Hamiltonien ou des arrangements de calcul informatique simplifiés.

Le progrés récent dans le calcul de la structure électronique des atomes, molécules et
des solides a montré que nous sommes en mesure de pouvoir prévoir les propriétés physiques
et chimiques des systemes a plusieurs particules avec fiabilité et sans calcul excessif. Parmi
les arrangements qui fournissent des informations utiles sur des systémes continus, c’est le
formalisme de la théorie fonctionnelle de la densité (DFT), que nous allons le décrire dans
cette section. Nous préciserons, en particulier, le but de simplifier la résolution de 1’équation
caractéristique du systéme a plusieurs particules. Dans ce sens, le développement de la théorie
fonctionnelle de la densité (DFT) couplée a I’approximation de la densité locale (LDA) a été
mise en évidence pour résoudre les systemes qui peuvent contenir plusieurs atomes par cellule

unitaire.

2.2- La théorie fonctionnelle de la densité :

Parmi les méthodes ab initio, La Théorie de la fonctionnelle de la densité (Density
Functional Theory, DFT) proposée par Hohenberg et Kohn [1,2] est une méthode de calcul de
structure électronique dans laquelle la densité électronique n ( T) occupe la place centrale, au
lieu de la fonction d'onde a N corps ¥( 7y, “73, .., _Ty) comme c'est le cas pour la méthode
Hartree-Fock. Elle trouve ses origines dans le modéle développé par Thomas et Fermi a la fin

des années 1920 mais ce n'est qu'au milieu des années 1960 que les contributions de P.
Hohenberg et W.Kohn [1] d'une part et W. Kohn et L.J. Sham [2] d'autre part permettent



d'établir le formalisme théorique sur lequel repose la méthode actuelle. Il s'agit d'une théorie
exacte dans son principe qui permet de calculer toutes les propriétés de I'état fondamental
dont I'énergie. Alors que la fonction d'onde multiélectronique dépend de 3N variables, la
densité est seulement fonction de trois variables, ce qui réduit considérablement les temps de
calculs et permet d'étudier des systemes de grandes tailles hors de portée des autres méthodes

basées sur la fonction d'onde.

2.3- Théoremes et Equations de Hohenberg-Kohn :

Le formalisme de base de la DFT est basé sur le théoreme de Hohenberg-Kohn (1964)
[1]. Cette approche s’applique pour tout systéme a plusieurs particules en interaction évoluant
dans un potentiel externe. Elle repose sur deux théoremes :
Théoreme 1: La densité électronique p(r) est la seule fonction nécessaire pour obtenir toutes
les propriétés électroniques d’un systeme quelconque. En d’autres termes, il existe d’une

correspondance biunivoque entre la densité €lectronique de I’état fondamental 2 (r)etle

potentiel externe V,.:(7) et donc entre p fond (1) et la fonction d’onde de 1’état fondamental

w‘fuﬂd'

E=Epsong = FugPiond + [V, (r) p(r)dr 11.2
Avec

Fux|Pgona] + TIP1+ Vip] 1.3
ou: FHH[pfmd] La fonctionnelle de Hohenberg et Kohn.
T[p] : L’énergie cinétique.
V[p] : L interaction électron-électron.

Nous savons que la densité électronique de 1’état fondamental est suffisante pour
obtenir toutes les propriétés de cet état mais comment savoir si une densité quelconque est
celle de I’état fondamental ? Ceci est 1’objet du deuxiéme théoréme de Hohenberg et Kohn.
Théoréme 2 : Ce théoreme montre que la fonctionnelle d’énergie E[p] est minimum quand

une densite électronique quelconque p[r] correspond a la densité électronique de 1’état

fondamental P, pq (1)

Epfona(r)=MinEp 1.4



C'est-a-dire, d’aprés le premier théoréme, une densité électronique d’essai p,... définit son
propre Hamiltonien et de méme sa propre fonction d’onde d’essai ... . A partir de la, nous
pouvons avoir une correspondance entre le principe variationnel dans sa version fonction

d’onde et dans sa version densité électronique telle que :

{1ptess|H|1psest} = E[psess] = Efﬂ-ﬂ-d = {¢fﬂﬂd|H|¢fﬂﬂd} 1.5

En résumé : toutes les propriétés d’un systéme défini par un potentiel externe V..
peuvent tre déterminées a partir de la densité électronique de 1’état fondamental. L’énergie
du systeme E(r) atteint sa valeur minimale si et seulement si la densité électronique est celle
de I’état fondamental.

Cependant, il reste un probleme de taille a régler, comment réécrire une formulation
analytique exacte de la fonctionnelle Fyzi[p] pour un systéme a N électrons interagissant ?

Vy(r) : le potentiel électronique de Hartree qui est exprimé par :

o 100 g

Vyc[n(r)] : le potentiel d’échange et de corrélation obtenu par la simple dérivée de 1’énergie
d’échange et de corrélation par rapport a la densité électronique :

aExc[n(r)]

ch(r)= an(r)

1.7

Comme chaque électron subit I’effet du potentiel effectif crée par tous les autres

électrons, les équations de Kohn et Sham deviennent :

2

HWi :{—Zh—mvﬁveﬁ (r)} Yi(r)=&Yi 1.8

2.4- Les équations de Kohn-Sham :

En 1965 Walter Kohn et Lu Sham [3] proposent une méthode pratique permettant
d’utiliser la théorie de la fonctionnelle de la densité. Tout d’abord ils supposent qu’il existe un

systeme fictif de N électrons indépendants ayant la densité dans son état fondamental
Prond (). L’intérét vient du fait que les expressions de 1’énergie cinétique et de 1’énergie

potentiel pour ce systeme fictif sont connues. Puis, ils montrent que pour qu’il en soit ainsi,



ces ¢lectrons doivent étre plongés dans un potentiel extérieur effectif, c’est la premicre

équation de Kohn-Sham (K.S) V.g[p(1)] :
Feff [P (TT:]] = VE'H. (T_'j + FHu.h-ee (TT:] + Fxc [P [;:]] 1.9

Avec Vi iree [F) le potentiel de Hartree qui définie par :

v 7 = [efdr 1110
Hatree [T] - .r '

'~

Et V. [,0 (TT)]] le potentiel d’échange et corrélation :
p ()] =2 1111

Bp(r)
Dans cette expression (1.18) E.. est I’énergie d’échange-corrélation, qui regroupe
tout ce qui n’est pas connu dans le systéme, a savoir les effets de corrélations dues a la nature

quantique des électrons. Ce terme définie par :

plr )p()
E.:;c[p] = l:"I'IK Eﬂ.E er3 |—}__'|__ Tf'u:und[p] .12

T, [p] est I’énergie cinétique des électrons de Kohn-Sham et le second terme le terme
électrostatique de Hartree.

Pour calculer la densité electronique g, et I’énergie E du systeme, ils ont ainsi remplace le

probléme de départ :

Hy; = Ey; 2
— eyl (Frg ) 11.13
an,ﬂd (T:]=_Ird3rz N| fond z " |

Par le probleme plus simple.

(0, = 50,67 = (ﬂw,ﬂ)cp@ =50,
Pfond (Fj: =1 fﬂ; —]
Le probleme E’ est plus simple que le probléme E car :
e On a résoud une équation de Schrddinger a une seule particule (mono-électronique)

utilisant le potentiel Vg qui permet d’obtenir la seconde équation de Kohn-Sham a
Ne états ¢; .
e On donne I’expression de la densité électronique en fonction des N, fonctions d’onde

;. Cest la troisiéme équation de Schrodinger.



Ces trois équations interdépendantes doivent étre résolues de maniére auto-cohérente
afin de trouver la densité de 1’état fondamental (figure I-1). Tous les calculs de type DFT
sont basées sur la résolution itérative de ces équations. Notons que pour la DFT, seules
I’énergie totale, I’énergie de fermi et la densité électronique ont un sens physique. Les
états et les énergies de Kohn-Sham ne sont que des intermédiaires de calcul. Néanmoins,
ils sont utilisés dans de nombreux travaux scientifiques, pour calculer certaines grandeurs

comme les structures de bande.
2.5- Approximation du gradient généralisé (GGA) :

La plus grande source d’erreur de la LDA provient de I’énergie d’échange qui est
souvent sous-estimée tandis que 1’énergie de corrélation est souvent surestimée méme.
Si, en valeur absolue, sa contribution a 1’énergie totale est plus petite. Ces deux erreurs
ont tendance a s’annuler. Pour améliorer la précision des calculs DFT, nous avons besoin
de meilleures approximations pour la fonctionnelle d’échange-corrélation. Certains
auteurs ont eu l'idée de définir une fonctionnelle de la densité qu'ils ont associée a ses
dérivées propres dans le but de prendre en compte I’inhomogénéité du systéme. Dans un
premier temps, la LDA fut traitée comme le premier terme d’un développement en série

de Taylor :

ESE[p] = [ £EE4 [p(r])p[r:] dr+ [C_, [p[r])Eiglf—'?dr + - 11.15

Cette forme de fonctionnelle est I’approximation du gradient (GEA ou Gradient
Expansion Approximation en anglais). Malheureusement, ceci donne de plus mauvais
résultats que la LDA. En effet, le trou d’échange-corrélation ne satisfait plus les
conditions qui assuraient a la LDA un certain sens physique. Afin de corriger ces
problémes, la fonctionnelle ci-dessus a été modifiée pour la forcer a respecter les
principales conditions aux limites. Nous obtenons alors 1’approximation du gradient
généralisé (GGA ou Generalized Gradient Approximation en anglais) a 1’origine du
succes de la DFT :
ESS4[p;Vp) = [ €554 (p,Vp)+ 554 (p,Vp) .16

Le probléme majeur de la LDA provenant de I’échange, une attention toute particuliére

fut portée sur le développement de cette partie :



ESS4(p;Vp) = £LP4 — [ F(s(r)) p*/* (r)dr .17

ad

Ou F est une fonction du gradient de densité réduite (sans dimension) :

s(r) = e 11.18

)
En revanche, il existe plusieurs fagons d’inclure le gradient de la densité [4,6]. Dans ce
travail, on a systématiquement préféré la formulation de Perdew, Burke et Ernzerhof

(PBE) [4-6] de la construction est transparente et libre de parameétres.
2.6- La self-consistance dans les calculs de la DFT :

La puissance du théoréme de Hohenberg et Kohn réside dans le fait que 1’énergie est
variationnelle. La densité de charge est obtenue en utilisant I’équation 11.15 et la densité de

charge de ’iteration (i+1) se met sous la forme ;

nent=(1-0) Niit+a ni .19

a : est un parametre. Plusieurs techniques de calcul ont été mise en évidence, parmi lesquelles
on trouve la méthode de Broyden (1965) [7], figure 2.1.
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Figure 11.1: Le cycle self-consistent dans le calcul de la fonctionnelle de densité.

3- Introduction a la méthode FP-LMTO :

3.1- Introduction :

La méthode linéaire des orbitales muffin-tin (LMTQO) est parmi les techniques qui jouent
un réle trés important pour résoudre les équations de la fonctionnelle de la densité [8] pour un
systeme de matiére condensée. Cette approche est caractérisée par deux points :

1- L’utilisation des fonctions de base d’atome centré qui sont définies par le moment

angulaire, construites en dehors des fonctions de Hankel.

2- L’utilisation de 1’augmentation pour introduire les détails atomiques dans les fonctions

de base a proximité de chaque noyau.

De facon générale, le raisonnement de cette approche est de construire les fonctions de
base qui ressemblent beaucoup aux fonctions d’ondes du début. Pour la méthode (LMTO),
I’équilibre n’est aucun doute positif si I’approximation de la sphére atomique est employée.
Le potentiel d’un électron est modelisé par une superposition de potentiels sphériques a
I’intérieur des sphéres chevauchées. La ou cette approximation est applicable, la méthode
(LMTO-ASA) est vraisemblablement le procédé le plus efficace pour résoudre les équations
de la fonctionnelle de la densité a un degré d’exactitude raisonnablement ¢levé. Cependant, le
potentiel total ( full-potential) dépasse (ASA) ; ceci est dii au changement de 1’énergie totale
liee aux déformations des phonons et aux relaxations atomiques, surtout sur une surface ou
autour d’une impureté, en plus, parce que la méthode (LMTO-ASA) n’est pas efficace dans
les situations a basse symétrie. Finalement, puisque les énergies liées a de telles déformations
ne sont pas fiables, la question de calcul des forces sur les atomes ne se pose méme pas.
Cependant les forces sont des conditions nécessaires dans les calculs. Dans I’intérét de
I’efficacité, les fonctions de base de la méthode (LMTO) sont modifiées de telle sorte que
I’ensemble de base peut étre plus petit et 1’effort pour une intégration numérique des éléments
de la matrice du potentiel est réduit. En méme temps, une reformulation du procéde
d’augmentation est exigée, puisque le développement de la constante de structure ne peut étre

employé pour les fonctions modifiées.



Par exemple Methfessel [9] a développé la méthode (FP-LMTO), en considérant un
lissage des fonctions de Hankel « Augmented Smooth Hankel functions » qui jouent le role
des fonctions enveloppes de la méthode (LMTO), par contre, Savrasov a considéré les
fonctions de Hankel avec I’introduction des transformée de Fourier pour le calcul dans les
régions interstitielles.

De facons générale, ces critéres sont utilisés afin d’améliorer et développer la méthode
(LMTO) ; nous allons décrire ces développements et montrer la différence avec d’autres

méthodes telle que la méthode (FP-LAPW).
3.2- Instruction de base :

On suppose que ’espace cristallin est divisé en sphéres d’atome centré et la région
restante c’est la région interstitielle. La densité de charge et le potentiel effectif sont

augmentés par des harmoniques sphériques a I’intérieur des sphéres :

p ()2 p ()Y () 1120
V. (r )=ZL‘,V LRty (r) .21

L’équation de Schrodinger est résolue en termes du principe variationnel :

(~V*+V—Eu )y, =0 11.22
4 u(rF;A&ZﬁT(F) 1123

et le probléeme de la valeur propre est
;<Z eV V‘ X kLkr>—Eu<Z e b AGL=0 11.24

3.3- Fonctions de base :

L’espace est divis¢é en sphéres muffin-tin non chevauchées (ou légérement
chevauchées) Sg entourant chaque atome et la région restante c’est la région interstitielle Qjn.
A Tinterieur des spheres, les fonctions de base sont représentées en terme de solutions
numériques de 1’équation de Schrodinger radiale pour la partie sphérique du potentiel
multipliées par des harmoniques sphériques ainsi que leurs dérivés d’énergie prises a un

certain niveau d’énergie &,. Dans la région interstitielle, ou le potentiel est essentiellement



constant, les fonctions de base sont des ondes sphériques prises des solutions de 1’équation de
Helmholtz : (—V2—8 )f(r,é‘)zo avec une certaine valeur fixe de 1’énergie cinétique moyenne

&=k’ En particulier, dans la méthode LMTO standard utilisant ’approximation de la sphére
atomique (ASA), la valeur choisie de k,?=0. Dans les développements de la méthode LMTO
pour un potentiel de la forme arbitraire (full potential), plusieurs ensembles de base kappa
sont normalement utilisés afin d’augmenter la liberté variationnelle des fonctions de bases
tandis que les développements récents d’une nouvelle technique LMTO évite ce probléme.

La stratégie génerale pour inclure les termes du potentiel total (full potential) dans le
calcul est I’utilisation du principe variationnel. Quelques différentes techniques ont été
développées pour tenir compte des corrections non sphériques dans le cadre de la méthode
LMTO. Elles incluent les transformée de Fourier dans la région interstitielle, les
développements des harmoniques sphériques a un centre dans les cellules atomiques, les
interpolations en termes de fonctions de Hankel aussi bien que des calculs directs de la densité
de charge dans la représentation tight-binding. Dans les deux arrangements, le traitement des
structures ouvertes, par exemple, la structure diamant est compliquée et les sphéres
interstitielles sont habituellement placées entre les spheres atomiques.

De ce fait, est développée la technique (linear-response LMTQO) en utilisant la
représentation des ondes planes de Fourier.

Les ondes planes partielles ou les orbitales muffin-tin sont définies dans 1’espace

entier :

2o ()=t () r<s, 1125

et

2ol EHW(E) s, 11.26

ou q)ﬂ(f(rf) est construite a partir de la combinaison linéaire ¢ et ¢ avec la condition de

I’augmentation du lissage de la sphére.
3.3.A- Spheéres Muffin-tin :

Les fonctions de base de la méthode LMTO s’obtiennent a partir de la somme de
BLOCH de ces ondes partielles :

L D=5 7 1R} )5 e Hu R) 127



L’utilisation du théoréme d’addition permet d’avoir la relation suivante :
ZeikR H Lkr(r - R_T):_Z\] L'k? Iz )7/|'T'S lE"r’L‘r(k) I |28
R L'

1

pour que les constantes de la structure S'ﬁ.,,L,(k) se stabilisent et la valeur de 7/I.T.=m,

alors larelation 3.8 devient :
k
ZU(T(rTI):(I)::'kT(rT )511'_2\] LAl )7|-,'St'fu(k) 11.29
=
L’utilisation de 1’augmentation a Dintérieur de la sphére MT montre que

Jua(re > @%.(r:), ot @.(r) est une combinaison linéaire de ¢, et ¢, avec la

condition d’augmentation du lissage vers la sphére. Alors, les fonctions de base dans la

sphere MT sont réécrites sous la forme suivante :
leikr(rf):qjur(rr )5rr'_zq)L'kirT' )7/|va t'r’u(k) 11.30
-

Dans la région interstitielle les fonctions de base sont définies comme suit :

2 =H )5~ udre St (k) 113l

Les formules pour les fonctions radiales numériques sont :

D1 =al . (1 EV)+b,T,¢LkT(fT,EV) 11.32

R (=T (S Ev)‘FbIJkr¢|._kr(r.-f,EV) 1133
ol

an=+W ¢V'.k,.H ke 11.34

b =—"Wid,.. H i) 11.35

an=+W ¢V'.k;J ke 1136

bk =W J i} 11.37

avec Wf,gzsz(f”g-fg’) et les coefficient ay, et by, fournissent un lissage similaire avec ¢Ik :

Les propriétés d’orthonormalisation sont :



S; .
J‘¢3Ikr(r)r§d r=W {¢vlkr¢v|kr}:1 11.38
0

S¢

£¢;|kf(fr ) (F:) r2d =0 1139

3.3.B- Transformée de Fourier de la Pseudo LMTOs :

Cette représentation sera employée pour la description des fonctions de base
seulement a I’intérieur des régions interstitielles Q;n;. La partie divergente de la fonction de

Hankel est substituée par une fonction lisse pour rg<sg. Cette fonction réguliere sera notée

K

comme Hi. La représentation du pseudo LMTO ;}kRL> sera définie dans tout I’espace

d’aprés les relations suivantes :

2o (DS e e (—R)=S 7, (kG Je®or 140

Cette représentation est identique avec la vraie somme dans la région interstitielle.
La fonction de Hankel considérée est Hi(r )=Hu(r)i' Yin(r) d’énergie k* qui est singuliére
a lorigine. La transformée tridimensionnelle de Fourier de cette fonction Hi(r) est connue
de telle sorte qu’elle se comporte comme k"% pour des grandes valeurs de k. La partie
divergente de Hlk(r) doit étre remplacer a ’intérieur de certaine sphére s par une fonction

réguliere mais lisse. Cette fonction est choisie afin que la transformée de Fourier converge

rapidement. Dans la méthode (full-potential LMTQO) de Weyrich [10], la fonction croissante

est la fonction de Bessel Ji. et la dérivée de son énergie J i ainsi que sa dérivée radiale du

premier ordre sont assorties avec la fonction de Hankel a la limite de la sphére. La

transformée de Fourier converge a k™, les dérivées de I’énergie J ™ sont inclues afin d’avoir

un méme lissage a la limite de la sphere jusqu’a ’ordre n. Ici la transformée de Fourier
converge a la valeur k®™ mais il y’a une augmentation de la valeur (21+2n+3) !! et ceci
montre bien I’obligation d’éviter les grandes valeurs de n. La méme procédure a ét¢ employée
dans la méthode LMTO de Wills [11]. Par contre S. Savrasov [12] a utilisé une approche

différente basée sur la méthode Ewald. La méme idée a été mise en application par Methfessel



et Mark Schilfgaard [13]. Au lieu de substituer la partie divergente seulement pour r<s, ils ont

considéré la solution de 1’équation :

v m=altle iy o)

La fonction de la partie droite de 1’équation de Helmholtz est une fonction Gaussienne

décroissante. Le parametre a est une constante de normalisation telle que

. 21+1 . ) ..
a= ;(2772) s . Le parametre le plus important est 1. Il est choisi de telle sorte
. (21-1)n
qu’a r>s la fonction gaussienne est approximativement égale a zéro et ) dépend de 1 ainsi que

du rayon de la sphére s. La solution Kk.(r) est ainsi la fonction de Hankel pour une grande

valeur de r, c’est une fonction réguliére pour une petite valeur de r et elle est lisse ainsi que

ces dérivées radiales quelque soit r. La fonction Hu(r) peut étre calculée suivant I’erreur

comme un contour d’intégrale :

(ZS)I+1 L7 g2 202,214,
Hu(r) = ~ 1)| r'[ e dide, 11.42

quand n— oo I’intégrale est connue comme 1’intégrale de Hankel. Le résultat le plus important

est la transformée de Fourier Hu(r) qui décroit exponentiellement. Son équation est donnée

par :

ke( kjm” . 11.43

le pseudo LMTO Zl;Rl(r) sont les ondes de Bloch du vecteur d’onde k, les coefficients de

Fourier Z&Rl(k"'e) sont donnés par :

- '+ k+G 2 2 3
X (k+G) =22 (2|S—Rl)“\k7‘LG\ | gl Ko Jay (k+G e R 11.44

ou Q¢ est le volume de la cellule d’unité. Dans les calculs pratiques, le paramétre ngr; peut étre

choisi a partir du rapport entre la fonction de Hankel a la sphére et la solution, c’est a dire

H, (ss) /H, (S:) =1+3. L’erreur || est prise pour ne pas dépasser la valeur 0.03 qui

entraine le nombre d’ondes planes par atome variant entre 150 et 250 quand =2, nécessaire

pour la convergence. Pour les orbitales s et p ce nombre est de 2-3 fois plus petit.



Le potentiel d’échange et de corrélation est déterminé en utilisant la transformée de Fourier

rapide et les éléments de la matrice du potentiel interstitiel sont explicitement évalués.

3.4- Fonctions lisses de Hankel « Smooth Hankel functions » :

La fonction enveloppe de la méthode LMTO standard est une fonction de Hankel de
paramétre d’énergie est (habituellement) nul ou négative multiplié par une harmonique
sphérique. Cette fonction est désignée comme « fonction de Hankel du solide ». La résolution
de I’équation de Schrodinger pour un potentiel constant, décroit exponentiellement a des
grandes distances si le parameétre est négatif multiplié par une harmonique sphérique et a une
singularité a I’emplacement ou il est centré. L’essentiel de la modification c’est d’enlever la
singularité. La fonction de Hankel est lisse et analytique dans toutes les parties de I’espace.
Quand une telle fonction est utilisée pour construire la base, les paramétres peuvent (ou
doivent) étre choisis de sorte que les fonctions deviennent des variantes non lisses en dehors
de la sphére atomique centrale. Ceci accélere le calcul pour deux raisons :

1- La base peut étre plus petite

2- L’intégral numérique peut étre fait en utilisant une maille plus brute.
3.4.1- Propriétés de base :

Dans le contexte de 1’établissement ou du fonctionnement du calcul, I’information
appropriée au sujet des fonctions lissées de Hankel [14,15] peut étre prise de la figure I11.2.
Pour des grands rayons, la fonction lissée a chaque moment angulaire est égale a la fonction
de Hankel standard correspondante, qui montre une décroissance exponentielle
proportionnelle & exp(-ikr), spécifiée par le paramétre d’énergie négatif e=-k.

Pour des petits rayons, la fonction est courbée et le dépasse graduellement jusqu’a ce

qu’elle approche finalement r prés de r=0. Une fois multiplier par I’harmonique sphérique

Y ( r ), le résultat est analytique dans toutes les parties de 1’éspace. De méme importance est
Rsm, désigné comme le rayon lisse associé a la fonction. Il s’avére que la fonction standard de
Hankel et sa variante lisse sont égales ot le gaussien exp(-r’/R%m) est négligeable, ¢’est a dire
pour r>3Rsm, quand Rs, est croissant, la déviation a partir de la fonction standard commence a

une grande valeur de r et la fonction résultante est fortement lissée.



Spécifiquement, les valeurs prés de r=0 deviennent petites. De facon genérale, deux
parameétres distincts déterminent la forme de chaque fonction. L’énergie donne une
décroissante a des grands rayons, et le rayon lissé détermine comment le fonction est
fortement lissée. Pour optimiser la base pour un type d’atome donné, les deux parameétres
devraient étre ajustés. Comme un ensemble de base, ces fonctions combinent plusieurs
avantages des fonctions de Hankel et gaussiennes. Grace au comportement de la fonction
d’onde exponentielle a de grande valeur de r, leurs utilisations montrent que les calculs sont
plus stables que ceux qui emploient les fonctions gaussiennes. Prés de 1’origine, elle a une
forme non singuliére lissée. Plusieurs quantités importantes peuvent étre évaluées

analytiqguement pour ces fonctions.

0.6

0.4

0.2

0

Figure 11.2 : Comparaison des fonctions de Hankel standard et lisse pour 1=0 (lignes
continues), I=1 (tiret) et 1=2 ( lignes pointillées). L’énergie e=-1 et le rayon lisse Rsn=1.0.
Pour des grands rayons les fonctions lisses et standards coincident. Prés de I’origine, la
fonction lisse se courbe graduellement en se comportant comme r' tandis que le fonction
standard a une singularitéproportionnelle a 1/r'"*.

3.4.2- Formalisme des fonctions de Hankel lissées :

Les fonctions de Hankel lissées sont définies de la maniere suivante.
La fonction de Hankel habituellement pour le moment angulaire nulle est ho(r)=e™/r ot k
définit la décroissance a des grands rayons. Comme une fonction de r=|r| dans I’espace

tridimensionnel, hy satisfait 1’équation :



(A+e)ho(r)=-4md(r) 11.45
ol e=-k? est Iénergie liée a la fonction, la valeur est toujours prise pour étre négative. Ainsi la
valeur A+e appliquée a hg est partout nulle excepté a r=o, ou la fonction delta résulte une
singularité 1/r de ho. Exprimeée différemment, ho(r) est la réponse de 1’opérateur A+¢ pour un
terme de source speécifique, a savoir une fonction delta. Pour changer cette fonction standard
de Hankel en fonction de Hankel lissée, la forme de la fonction de delta est infiniment pointue
et en dehors prend la forme d’une Gaussienne :
(A+e)hg(r)=-4mgo(r) 11.46

Une normalisation convenable est donnée par go(r)=Cexp(r/R%m), la fonction de Hankel
lissée s’approche de la fonction standard pour une grande valeur de r. Pour r plus petit et
atteint la rangée ou go(r) est non négligeable, la fonction se courbe plus lissement et se
comporte comme une constante ! pour r—0. Les fonctions lissées de Hankel sont aussi
utilisées pour des moments angulaires élevés afin de construire des fonctions de base des états
s, p, d etc. Ceux ci peuvent étre obtenu immédiatement en appliquant un opérateur différentiel
Y (- V), défini comme suit. Le polyndme harmonique sphérique y(r)=r'Y, est un polyndme en
X, Y, et z, par exemple C( x>-y?). En substituant les dérivées partielles -0, Oy et O, pour X, y et
z respectivement, 1’opérateur recherché est obtenu d’une maniére directe. L application de cet
opérateur a la fonction delta donne un dipéle, quadripdle ainsi de suite, en I’appliquant aussi a
go(r) donne des courbes en dehors de la forme gaussiennes. Ainsi, les fonctions lissées de
Hankel d’ordre L sont Hi(r)=y.(-V )ho(r) et satisfont 1’équation différentielle : (A+e)H =-
4nG(r)=-4my.(- V )go(r).

Plusieurs quantités importantes peuvent étre calculées analytiquement pour ces
fonctions, par exemple I’intégral du chevauchement et la valeur de la probabilité de 1’énergie
cinétique entre deux fonctions quelconques. Elles peuvent étre également augmentées autour

d’un certain point dans la cellule unité [15].
3.4.3- Les avantages des fonctions enveloppes lisses de Hankel :

La premiére raison de I’utilisation des fonctions de base des fonctions lissees de
Hankel c’est qu’elles peuvent réduire la taille de I’ensemble de base, conduisant a un gain
substantiel dans 1’efficacité.

Pour montrer ceci, notez que les fonctions de base du LMTO standard ne sont pas en
fait optimales comme une base pour représenter le cristal ou les fonctions d’ondes

moléculaire. Le probleme principal est qu’elles sont «trop raides» dans la région interstitielle



prés de la sphere muffin-tin sur laquelle elles sont centrées. Ceci est illustré dans la figure 11.3,
les fonctions de Hankel standard résolvent 1’équation de Schrdédinger pour un potentiel
constant. En approchant un noyau, le potentiel réel du cristal n’est pas constant mais décroit
dés que le noyau est attractif. La courbure de la fonction d’onde est égale au potentiel sans
I’énergie qui devient négative. La fonction d’onde est courbée en dehors de la sphére MT. En
utilisant les fonctions lissées de Hankel, cette forme typique est inhérente a chaque fonction
de base. Cet effet peut étre apprécié en inspectant la maniere dans laquelle les fonctions de
base du LMTO standard sont combinées pour décrire la fonction d’onde du cristal.
Généralement, I’ensemble de base doit inclure quelques fonctions qui décroissent lentement
ainsi que d’autres qui sont considérablement plus localisées. On utilise les fonctions lissées de
Hankel comme des fonctions enveloppes qui ont un comportement correct et certaines
fonctions localisées additionnelles peuvent étre évitées. Dans la pratique, la quantité du gain
dépend du type d’atome. Pour les moments angulaires importants, une base triplée peut étre
souvent remplacée par un ensemble doublé. Des canaux moins importants tels que les états d
dans un atome sp peuvent étre décrits par une fonction radiale au lieu de deux. Une réduction
globale par un facteur presque de deux est possible. Dans les étapes de Iordre (N°), le temps
de calcul dans un cas optimal est divisé par huit.

Le deuxieme avantage principal de I'utilisation des fonctions lissées de Hankel, au
lieu des fonctions enveloppes du LMTO standard est que les éléments de la matrice pour le

potentiel interstitiel sont représentés selon I’équation suivante :

Vg'R>=£Hi*(r)V(r)H (r)dr 11.47
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Figure 11.3 : la figure montre la construction de la base améliorée de la fonction lissée de
Hankel. Pour le potentiel constant Vo, la solution de 1’équation de Schrédinger radiale Wq est
une fonction de Hankel standard avec une singularit¢ a 1’origine. Lorsque que le vrai
potentiel V commence a sentir le potentiel nucléaire attractif, la fonction d’onde correcte ¥ se
courbe au dessus. Ce comportement commence déja en dehors du rayon muffin-tin et il est
construit dans les fonctions lissées de Hankel.

Peuvent étre calculés plus efficacement. Comme deécrit ci-dessus, les intégrales
peuvent étre obtenues par ’intégration sur la cellule unité complete en utilisant une maille
réguliére puis soustrayant les contributions a l’intérieur des spheres. L’inconvénient en
calculant des intégrales tridimensionnelles employant une maille est, que I’effort de calcul
peut facilement dominer toutes les autres étapes. Pour maintenir I’effort maniable, la plus
grande priorité, c’est de rendre les fonctions a intégrer aussi lisse que possible. Ceci peut étre
fait en utilisant les fonctions lissées de Hankel comme fonctions enveloppes. Par exemple,
considérant le Silicium avec un rayon muffin-tin de 2.2 bohr. Pour la base du LMTO
standard, le lissage doit €tre apparent seulement a I’intérieur de la sphére MT, demandant un
rayon lisse pas plus grand que 0.6 a 0.7 bohr. En dehors de la sphere centrale, les fonctions
lissées et conventionnelles de Hankel sont alors identiques pour une précision acceptable.
L’espacement demandé de la maille d’intégration est approximativement 0.35 bohr. Si les
fonctions se courbent au dessus a ’extérieur de la spheére MT, on trouve que les fonctions de
base optimales ont un rayon liss¢ d’environ 1.4 bohr. Pour ces fonctions, la maille
d’intégration peut étre deux fois plus brute. Par conséquent, le nombre de points de la maille

et effort de calcul sont divisés par huit. On peut mentionner que dans I’implémentation



finale, les €léments de la matrice du potentiel lissé sont actuellement calculés dans I’espace

réciproque.

3.5- Augmentation dans la méthode :

Nous allons décrire les procédures d’augmentation utilisée dans la méthode. D’une
facons génerale, la formulation du pseudo potentiel et le développement sont deux approches
de concurrence pour présenter les détails atomiques dans la fonction d’onde prés du noyau.
Quand une formulation pseudopotentielle est utilisée, ¢’est implicite : bien que seulement les
fonctions lissées sont manipulées durant le calcul, les véritables fonctions d’ondes pourraient
étre de ces derniéres d’une fagon bien définie. Quand I’augmentation est utilisée, les fonctions
de base sont explicitement construites pour montrer le changement énergétique et caractere
oscillateur preés de I’atome. Dans la premiere étape, ’espace est divisé en deux régions, la
région des spheres atomiques et la région interstitielle. Dans toute la région interstitielle, les
fonctions de base sont égales pour étre lissent « fonctions enveloppes » qui dans notre cas
sont des fonctions lissées de Hankel. A D’intérieur de chaque sphére atomique, chaque
fonction enveloppe est remplacée par une solution numérique de 1’équation de Schrédinger.
Spécifiquement, dans la méthode linéaire [6], les solutions numériques de I’équation de
Schrédinger dans un potentiel sphérique et leurs dérivés d’énergie sont combinées pour
rassembler lissement a la fonction enveloppe a la limite de la sphere. En comparant les deux
approches, en conservant la norme de la formulation du pseudo potentiel [16] a un certain
nombre d’avantages, une fois ’effort initial de construire le pseudo potentiel est complété.
Les coupures du moment angulaire sont généralement basses et il est facile d’obtenir une
expression de la force. En raison de la complexité de la procédure de I’augmentation, il est
souvent difficile de tirer un théoréeme de force valable. Dans la pratique, les approches de
I’augmentation et du pseudo potentiel ont une similarité. Les deux méthodes développent un
ensemble de fonctions de base lisses par le moment angulaire autour des différents sites, puis

opeérent les différents composants du moment angulaire indépendamment.

3.6- Matrices du chevauchement et Hamiltonien (partie-MT) :

Les matrices de chevauchements et I’hamiltonien sont séparés par les contributions

suivantes :



H Ceene=H vt H Ceotketk O Gievtie V. Gk .48
Olieee=O e e+ O Cievtke 11.49
ou le premier terme dans la Matrice H représente la contribution de la partie MT de
I’hamiltonien d’un électron et le second terme est la correction non muffin-tin dans 1’espace
MT. Le troisieme terme est 1’élément de la matrice de 1’énergie cinétique dans la région
interstitielle et le quatrieme terme est 1’¢lément de la matrice du potentiel interstitiel. La
matrice O est divisée aussi en contributions a I’intérieur des spheres et des régions
interstitielles.
La partie MT des matrices de chevauchements et 1’hamiltonien sont définies par les

équations suivantes :

K K
f-'k“ﬂk,=< Zoed=VA y Lk,> 0 11.50
MT
k K
OE"kmku:<}(|_'k'f“Zl_kr>QMT 11.51

3.7- La contribution d’échange et de corrélation :

Le potentiel d’échange et de corrélation en utilisant la LDA est différent du potentiel
coulombien parce qu’il n’est pas linéaire. A cause de ceci il faut supposer que la partie non

sphérique de la densité de charge est petite, c’est a dire.

pf<rf>=pL-o,<n>voo+sz<rw>wL(a):p:p%n)wp,(n) 152

L=0
Alors
vp.(r kv o™ d(;/ B (2 )—Fld ZY - [6p(R) 153
p p:psph 2 _ sph
P=p
Ou

(5. F=5°p. (L% LY (r) 1154

Avec les contributions des dérivées radiales et la partie sphérique, le potentiel d’échange et de

corrélation est donné par la relation suivante :

V(=S vE(e iy L(ﬁj 1155
L



en utilisant les notations suivantes pour les différentes derivees des formules de
I’approximation de la densité locale.

><c:dVXc ) XC:dZVXC . Xc:d3\/XC 11.56
7 dp dp 7 ' |

3.8- Les fonctions d’onde :

La fonction d’onde décrite par I’équation 3.4 est donnée comme une expansion pour la
méthode LMTO, cette fonction est représentée en deux régions, a I’intérieur de la spheére et
dans la région interstitielle. A ’intérieur de la sphére MT, elle est représentée comme une

expansion a un centre.
l//Kﬂ(rT ):ZAﬁfr@Ekr(rT )—ZS Eklrj/qu)i]_kr(rr) “57
Lk Lk
et dans la région interstitielle la fonction d’onde a la forme suivante :

Wm(rf ):;Aﬁi H Lkr(rT );%‘,S E?r?/m] Lkr( T) 11.58

Ou Al sont les coefficients variationnels du probléme de la valeur propre de la méthode

LMTO et S| sont leur convolution avec les constantes de la structure, c’est a dire

Ski=> sk k)AL 11.59
L'?

3.9- Calcul de la densité de charge :

La densité de charge comprend deux composantes, la densité de charge totale a
I’intérieur de la sphére MT et la densité de charge a I’extérieur de la sphére MT.
La densit¢ de charge a l’intérieur de la sphére MT est donnée comme un

développement d’harmoniques sphériques.

ASY AL (r) 1160

de la méme manicre pour le densité de charge a I’extérieur de la sphere MT. Afin de calculer
le densité de charge, il faut calculer les intégrales suivant la zone de Brillouin T[{, en

utilisant les propriétés de transformation des coefficients variationnels, ces intégrales sont

réduites a des intégrales irréductibles de la zone de Brillouin, par exemple.



=) _ KA* 5 KA
Tow=22f Al Bl 11.61
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puis ils sont symétrisés suivant le groupe cristallin d’aprés I’équation suivante :

lzg?k'lkzz ZU Ir:ml(y )flgr;igl)mZk Imm2(7 ) 11.62

y mlm2

3.10- Harmoniques sphériques :

L’harmonique sphérique Y est une fonction propre de la partie angulaire de 1’équation

de Laplace qui est définie comme suit :
A M im
Y|m(r)=(—l) 2 P (cos@)p™ 11.63

qui est orthonormalisée dans une sphere S

IYFm(?)Y .m(?jd r=61Smn 1164

et P;" sont des polyndmes de Legandre augmentés tandis que ¢,, sont des coefficients de

normalisation, I’expansion de deux harmoniques sphériques sont données par :

YE(?)Y L[F}IC LY Lv-(?) 11.65
ctfvFiv(rpvi(rler 1.66

sont des coefficients de Gaunt. Ils sont égaux a zéro a moins que m-m’ et 1 =|I-I,I-

ou

I’[+2,...,I+1’. Les relations suivantes sont valables :

Crmm =Clim-mia=(-" " Ciomer 11.67
3.11- Augmentation LAPW et LMTO :

L’augmentation fonctionne en coupant 1’espace dans des sphéres muffin-tin centrées
sur des divers noyaux et une région interstitielle qui est une région formée entre les spheres. A
I’intérieur de chaque sphére atomique, la fonction enveloppe analytique est remplacée par une

solution numérique de I’équation de Schrodinger qui devient lisse sur la surface de la sphere.



Cette solution peut étre facilement calculée parce que le potentiel est a peu prés sphérique,
permettant une solution de 1’équation radiale de Schrodinger pour les différentes composantes
du moment angulaire. Avec plus de précision, dans le contexte de définir ’ensemble de base,
le potentiel pres du noyau est pris comme un potentiel sphérique, mais les termes non
sphérique sont inclus plus tard. Les méthodes de tout-électron « all-electron » utilisant
I’augmentation sont distinguées par I’ensemble des fonctions enveloppes qu’elles utilisent. Ce
choix est légérement limité par la tdche. D’une part, il faut calculer toutes les quantités
demandées, parmi ces derniéres sont les intégrales de chevauchement et les éléments de la
matrice du Hamiltonien, et le module au carré de la fonction d’onde de la densité de sortie
«output ». D’autre part, ’ensemble de base devrait étre plus simple que possible pour
permettre 1’exécution du calcul dans un temps limité et petit. La méthode des ondes planes
augmentées linéaire (LAPW) utilise des ondes planes comme des fonctions enveloppes.

Chaque fonction enveloppe est étendue homogenement sur la cellule d’unité et elle
n’est pas associée avec un site spécifique. Un avantage principal de ce choix est la simplicité.
L’inconvénient est que, en dépendant sur le systéme, un grand nombre des fonctions de base
seront souvent nécessaire. L’approche des orbitales muffin-tin linéaire (LMTO) est plus
compliquée.

Les fonctions d’enveloppe sont «des fonctions de Hankel solide »

Ho(r)=h(kr) Yo (), se composent d’une fonction de Hankel radiale multipliée par une

harmonique sphérique de I’angle. Le moment angulaire est bien défini L=(1,m) et il est centré
a certain atome spécifique dans le cristal, ou il a une singularité. Les fonctions de base
(LAPW) et (LMTO) sont présentées dans la figure 3.3.
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Figure 3.3 : une représentation qualitative des fonctions de base LMTO et LAPW. Tous les
deux commencent a partir d’'une fonction enveloppe lisse (a tiret). L’enveloppe est définie
comme une fonction de Hankel a atome centré dans LMTO et une onde plane dans LAPW. A
I’intérieur des spheres atomiques (lignes plus épaisses) les fonctions enveloppes sont
remplacées par les solutions numériques de 1’équation de Schrodinger qui devient lisse a la
limite de la sphere.
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3.12- Avantages et inconvénients de la méthode LMTO :

Les avantages de définir les fonctions de base de la méthode LMTO comme des fonctions
de Hankel augmentées ne sont pas évidentes. Cela mene a un formalisme compliqué et un
grand effort de programmation. D’ou I’avantage de la méthode LMTO.

v' les fonctions LMTO sont construites pour étre semblable aux véritables fonctions d’onde
du cristal. En fait, si le potentiel cristallin est approximé par la forme muffin-tin, c¢’est a
dire, sphérique a I'intérieur des spheres et constant a I’extérieur, la véritable fonction
d’onde du cristal devient une somme finie des fonctions LMTO.

v' Une conséquence de la petite taille de base, les calculs devrait étre rapide. Plus
précisement, la réduction de la base par la moitié qui peut sauver un sept-huitieme du
temps machine.

v' Une autre conséquence de la petite taille de la base est la réduction de la mémoire
demandée, qui peut étre également importante en économisant le temps machine quand on

calcule les grands systémes.



Les fonctions enveloppes de la méthode LMTO, c’est a dire, les fonctions de Hankel
solide, sont plus simples analytiquement. Ceci aide a performer les différentes étapes qui
doivent étre faites. Finalement, beaucoup de propriétés utiles surviennent parce que ces
fonctions sont des fonctions

propres de I’opérateur de 1’énergie cinétique -AH, (r)=¢€ Hy(r) ou e=-k? est

une énergie qui caractérise la localisation de la fonction.
En choisissant I’ensemble de base pour un systéme spécifique. L’intuition chimique peut
étre utilisée. La base peut étre congue en fonction du probléme, elle peut étre choisie pour
chaque atome séparément, parfois les résultats peuvent étre interprétés plus simplement

dus aux fonctions de base atome-orienté.

Parmi les caractéristiques partagées par la méthode LAPW sont :

v

le premier avantage est la stabilit¢ numérique dans le contexte de résoudre 1’équation de
Schrodinger. En plus, parce que chaque fonction séparée est déja une solution de
I’équation.

L’ensemble de base de la méthode LMTO peut étre également bien appliqué a tous les
atomes dans la table périodique. En incluant un nouveau type d’atome, aucun effort n’est
nécessaire pour construire et examiner un pseudopotentiel approprie.

Comme dans d’autres méthodes de tout-électron, les données concernant les états du coeur
sont valides qui ne peuvent étre directement fourni dans une formulation
pseudopotentielle. Les quantités relatives sont la densité au noyau et le gradient du champ
électrique. En élevant un électron du cceur, les énergies du niveau liaison-coeur peuvent
étre directement calculées comme une différence de I’énergie totale.

En tant qu’inconvénient principal, la complexité de I’approche doit étre soulignée. En plus

du plus grand effort de I’exécution, deux conséquences principales sont comme suit :

v

En appliquant une méthode utilisant un ensemble de base de la méthode LMTO, un
nombre de parametres considérable doit étre choisi raisonnablement. Ceci commence par
la division de I’espace quand les rayons de la sphére atomique sont définis et le choix de
I’ensemble de base. Apres cela, un des parametres de convergence (tels que les
moments
angulaires de coupures) doivent étre indiqué.

Il est extrémement difficile de faire des modifications. Par exemple, considérer
I’évaluation des ¢éléments de la matrice optique, c’est a dire, la valeur de 1’opérateur du

gradient 1V entre deux fonctions d’onde.



Dans I’ensemble de base d’onde plane, ceci peut étre fait en quelques lignes. Dans
I’ensemble de base de la méthode LMTO, cette tdche est un projet important de

programmation.



