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Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l'estimation non paramétrique de la den-
sité conditionnelle d'une variable réponse réelle conditionnée par une variable explicative
fonctionnelle de dimension éventuellement �nie.

Dans un premier temps, nous considérons l'estimation de ce modèle par la méthode à
double noyaux. Nous proposons une méthode de sélection pour le choix du paramètre de
lissage (global ou local) des paramètres de lissage et nous montrons son optimalité asymp-
totique dans le cas où les observations sont indépendantes et identiquement distribuées. Le
critère adopté est issu du principe de validations croisées. Dans cette partie nous comparons
également les deux types de choix (local et global).

Dans la deuxième partie, nous estimons la densité conditionnelle par la méthode des
polynômes locaux. Sous certaines conditions, nous établissons des propriétés asymptotiques
de cet estimateur tel la convergence presque complète et la convergence en moyenne quadra-
tique dans le cas où les observations sont indépendantes et identiquement distribuées. Nous
traitons aussi le cas où les observations sont de type α- mélangeantes, dont on montre la
convergence presque complète (avec vitesse) de l'estimateur proposé. Les résultats obtenus
sont également illustrés par des exemples sur des données simulées montrant l'applicabilité
rapide et facile de cette méthode d'estimation dans le cadre fonctionnel.
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Summary

In this thesis, we consider the problem of the nonparametric estimation of the conditional
density when the response variable is real and the regressor is valued in a functional space.

In the �rst part, we use the double kernels method as a estimation method where we
focus on the choice of the smoothing parameters. We construct data a driven method to select
optimally bandwidths parameters. As main results, we study the asymptotic optimality
of this selection's method in the case where observations are independent and identically
distributed. Our selection rule is based on the classical cross-validation procedure and it
deals with the both (global or local ) choice. The �nite sample performance of our approach
is illustrated by some simulation results where we give a comparison between the two types
of choice (local or global).

In the second part, we estimate the conditional density by the local linear method.
Under some general conditions, we establish the almost complete convergence of the proposed
estimator (with rate) in the both cases ( i.i.d. case and the α-mixing case) . As application,
we use the conditional density estimator to estimate the conditional mode estimation and
we derive the same asymptotic proprieties.

Further, we study the quadratic error of this estimator by giving the asymptotic ex-
pansion of the exact expression involved in the leading in the bias and variance terms.
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Introduction générale

0.1 Description et Contribution de cette thèse

La statistique non paramétrique connaît un grand essor chez de nombreux auteurs et dans
di�érents domaines. En e�et, celle-ci possède un champ d'application très large permettant,
ainsi, l'explication de certains phénomènes mal modélisés jusqu'à présent, tels que les séries
chronologiques, et prédire les réalisations futures.

Il faut mentionner, par ailleurs, que les progrès atteints dans les procédés de recueil de don-
nées ont permis d'o�rir la possibilité aux statisticiens de disposer de plus en plus souvent
d'observations de variables dites fonctionnelles, c'est-à-dire de courbes. Ces données sont
modélisées comme étant des réalisations d'une variable aléatoire prenant ses valeurs dans
un espace abstrait de dimension éventuellement �nie. Dans cette thèse, nous nous intéres-
sons à l'estimation non paramétrique de la densité conditionnelle et les paramètres qui en
découlent, comme le mode conditionnel, pour des variables aléatoires fonctionnelles.

Dans le but de présenter les travaux que nous avons réalisé durant la réalisation de cette
thèse, celle-ci est organisé comme suit :

Le chapitre suivant, est un chapitre Introductif, qui présente une étude bibliographique des
problèmes liés à l'analyse statistique des variables fonctionnelles ainsi qu'à l'estimation non
paramétrique des paramètres conditionnels que ce soit dans le cadre de dimension �nie ou
in�nie. Ensuite, dans le chapitre 1, nous abordons l'état de l'art des variables fonctionnelles
et leurs champs d'application. De plus, a�n de rendre la lecture de cette thèse simple, nous
exposons les résultats obtenus, dans la littérature, concernant l'estimation de la densité et
du mode conditionnels, tout en fournissant et discutant les hypothèses qui ont permis d'ob-
tenir ces résultats.

Dans le chapitre 2, nous commençons par construire et étudier les propriétés asymptotiques
de l'estimateur à noyau de la densité conditionnelle quand la variable explicative est à va-
leurs dans un espace normé. Ensuite, nous proposons deux critères (le premier global et
le second local) de choix automatique du paramètre de lissage a�n de rendre e�cace notre

9
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estimation. En�n, nous établissons les résultats théoriques ainsi que pratiques d'optimalité
asymptotique du paramètre sélectionné.

Une suite logique de ce chapitre veut que l'on améliore les résultats obtenus. C'est pour-
quoi le chapitre 3 est consacré à l'étude d'une méthode d'estimation non paramétrique de
la densité conditionnelle d'une variable scalaire Y sachant une variable fonctionnelle X i.e.,
une variable à valeurs dans un espace semi-métrique. Cette méthode est basée sur une esti-
mation par polynômes locaux. Une fois la construction de notre estimateur, à l'image de ce
qui se fait en dimesnion �nie, est achevée, nous nous sommes attelé à établir sous certaines
conditions, les convergences ponctuelle et uniforme presques complètes ainsi que les vitesses
de convergence de cet estimateur. Nous avons utilisé, ensuite, les résultats obtenus a�n de
déterminer les propriétés asymptotiques de l'estimateur local linéaire du mode conditionnel.

Le chapitre 4 quant à lui, est destiné à l'étude, sous certaines conditions de dépendance
faible (mélange fort), de la convergence forte de l'estimateur du chapitre précédent, ainsi
qu'à la prévision d'une série temporelle par l'estimation du mode conditionnel.

Tandis que dans le chapitre 5, nous avons établi les vitesses de convergence dans l'estima-
tion en moyenne quadratique de l'estimateur étudié dans les deux chapitres précédents, le
chapitre 6 est consacré à la mise en application de ces résultats pour des données simulées
puis pour des données réelles.

En�n, dans le chapitre 7 nous exposons des perspectives de recherche permettant d'étendre
et parfois de généraliser les résultats de cette thèse.

0.2 Contexte bibliographique

L'analyse statistique pour des variables fonctionnelles a pris une ampleur considérable ces
dernières années. Ce domaine de recherche en statistique connaît actuellement un grand
succès auprès de la commuauté des statisticiens. La preuve de cet intêrét est la publication
de nombreuses publications scienti�ques sur ce sujet ainsi que les nombreuses applications
pratiques auquelles ces données s'y prêtent. C'est le cas, notamment, lorsque l'on s'inté-
resse aux techniques d'estimation quand les données sont fonctionnelles (cf. Kneip et Gasser
(1992), Ramsay et Li (1996), Rice et Silverman (1991)). Il existe, en fait, deux principales
raisons à l'engouement suscité par le traitement statistique des variables fonctionnelles : (1)
cela permet d'utiliser et de développer des outils théoriques performants, (2) cela o�re un
énorme potentiel en terme d'applications, notamment, en imagerie, en agro-alimentaire, en
reconnaissance de formes, en géophysique, en économétrie, en environnement, . . .. De plus,
cette thématique de recherche couvre tous les domaines concernés par la comunauté de sta-
tisticiens : des plus appliqués aux plus théoriques sans prédominance de l'une sur l'autre.

D'abord, signalons les e�orts considérables qui ont été déployés pour la généralisation des
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résultats connus et établis en dimension �nie grâce à l'ouvrage de Ferraty et Vieu (2006).
Celui-ci est devenu une référence en statistique non-paramétrique pour des données fonc-
tionnelles. Notons que, l'analyse des données statistiques fait toujours intervenir le facteur
dimension dans le comportement asymptotique des estimateurs établis. D'autant plus qu'il
est connu que les vitesses de convergence se dégradent au fur et à mesure que la dimension
augmente. Rappelons ici que les méthodes basées sur la dicrétisation des données fonction-
nelles ont été adoptées pour adapter les résultats de la statistique non-paramétrique au cas
de données multivariées.

Vu l'avancée qu'a connu l'outil informatique dans la façon de récolter les données, d'autres
alternatives sont devenues obligatoires a�n de surmonter cette di�culté et d'étudier les don-
nées dans leurs propre dimensions.

D'ailleurs, le traitement des données en tant que courbes remonte aux années soixantes
lorsque plusieurs études dans di�érentes disciplines se sont confrontées à des observations
sous forme de trajectoires (cf. entre autres, Holmstrom (1961) en climatologie, Deville (1974)
en démographie, Molenaar et Boomsma (1987) puis Kirkpatrick (1989) en génétique,...)

Il est bien connu qu'en statistique, le modèle de régression (paramétrique ou non-paramétrique)
en dimension �nie, constitue un champ de recherche et d'application très important, nous
renvoyons ici aux travaux de Collomb (1981, 1985) qui dès le début des années quatre-vingt
font déjà état de nombreux développements variés sur ce thème. Il convient, également, de
se référer aux ouvrages de Härdle (1990), Bosq et Lecoutre (1987) et Schimek (2000) qui
dressent un bilan presque exhaustif sur les diverses techniques en la matière. Ces champs
de la recherche en statistique sont encore potentiellement porteurs à la fois au niveau des
développements théoriques et à cause des multiples possibilités d'application.

Par ailleurs, les applications liées au modèle de régression ont une place très importante
dans la prévision des séries chronologiques issues de di�érentes disciplines telles que la com-
munication, les systèmes de contrôle, la climatologie ainsi que l'économétrie. Il s'agit, donc,
de domaines de prévision pour lesquels les premiers résultats conséquents furent implantés
par Collomb (1981) et Robinson (1983). Ce domaine de la statistique connaît des dévelop-
pements continus, comme en témoignent les nombreuses réalisations (cf. Gy�et al. (1989),
Yoshihara (1994), Härdle et al. (1997) et Bosq (1991),...)

Commençons par signaler que, l'estimation de la loi de probabilité ou de la fonction de
distribution joue un rôle important dans l'estimation d'autres paramètres fonctionnels. Les
premiers travaux concernant l'estimation de la loi de probabilité des variables fonctionnelles
ont été réalisés par Ge�roy (1974), Gasser et al. (1998). Notons aussi que, Cadre (2001) s'est
intéressé à l'étude de la médiane d'une distribution pour une variable fonctionnelle à valeurs
dans un espace de Banach.
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Nous faisons remarquer que les paramètres conditionnels, tels que la distribution condition-
nelle, la densité conditionnelle, le mode conditionnel, le quantile conditionnel et la fonction
de hasard conditionnelle, sont largement étudiés en dimension �nie. A travers ces para-
mètres, la prévision dans les modèles non-paramétriques o�re une véritable alternative à
la régression non paramétrique. Il faut dire qu'en dimension �nie, il existe une litérature
abondante pour ces paramètres conditionnels. Roussas (1968) fut le premier à établir des
propriétés asymptotiques pour l'estimateur à noyau de la distribution conditionnelle, pour
des données markoviennes, pour lesquelles il a montré la convergence en probabilité. Youndjé
(1993) quant à lui, il s'est intéressé à l'étude de la densité conditionnelle pour des données
dépendantes ou indépendantes. On peut, notamment, citer le travail mené par Laksaci et
Yousfate (2002) et dans lequel ils ont établi, pour un processus markovien stationnaire, la
convergence en norme Lp de l'estimateur à noyau de la densité conditionnelle.

Vu l'intérêt que revêt l'estimation du mode et du mode conditionnel dans le domaine de
la prévision, plusieurs auteurs s'en sont intéressés. Nous pouvons citer par exemple, Perzen
(1962) qui a été l'un des premiers à considérer le probème de l'estimation du mode d'une
densité de probabilité univariée. Il a montré que, sous certaines conditions, l'estimateur du
mode obtenu en maximisant un estimateur à noyau est convergent et est asymptotiquement
normal quand les données sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d). Les tech-
niques de base qu'il a developpé pour cette étude ont été reprises par de nombreux auteurs
dans le cas de la densité de probabilité ou de la r�gression. Nous n'avons mentionné ici que
les principales contributions, en ayant essentiellement en vue la normalité asymptotique.
Notons aussi que Nadaraya (1965) et VanRyzin (1969) ont démontré la convergente forte de
l'estimateur du mode mis en place par Perzen, alors que Samanta (1973) et Konakov (1974)
ont étudié des versions multivariées de cet estimateur. Les travaux d'Eddy (1980 et 1982),
quant à eux, ils ont permis d'a�aiblir les conditions su�santes de normalié asymptotique qui
aurait été données initialement. Par ailleurs, grâce à des conditions locales, Romano (1980),
a a�aibli les hypothèses précedentes. Notons aussi que Vieu (1996) a comparé deux estima-
teurs à noyau du mode dont le premier est dé�ni à partir du maximun d'un estimateur de la
densité de probabilité et le second à partir du zero d'un estimateur de la dérivée de celle-ci.
Ce travail a été repris par Rachdi et Sabre (2000) a�n d'estimer le mode de la densité de
probabilité quand les données sont entachées d'erreurs additives (les problèmes de déconvo-
lution). Il y a aussi, entre autres, Louani (1998) qui a établi la normalité asymptotique pour
la densité et ses dérivées avec application au mode.

Concernant le mode conditional, les propriétés de convergence et de normalité asympto-
tiques ont été établies par Samanta et Thaavaneswaran (1990) dans le cadre de données
indépendantes et identiquement distribuées, alors que des conditions de convergence dans
le cas de données ϕ-mélangeantes ont été établies par Collomb et al. (1987), dans le cas
de données α-mélangeantes par Ould-Saïd (1993), dans le cas de données ergodiques par
Rosa (1993) et Ould-Saïd (1997). De leur coté, Quintela et Vieu (1997) ont estimé le mode
conditionnel comme étant le point annulant la dérivée d'ordre un de l'estimateur de la den-
sité conditionnelle et ils ont établi la convergence presque complète de cet estimateur sous
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la condition d'α-mélangeance. Berlinet et al. (1998), quant à eux, ils ont présenté des ré-
sultats sur la normalité asymptotique des estimateurs convergents du mode conditionnel,
indépendamment de la structure de dépendance des données avec une application au cas
d'un processus stationnaire α-mélangeant. Tandis que Louani et Ould-Saïd (1999) ont éta-
bli la normalité asymptotique dans le cas de données fortement mélageantes et dans le cas
de données censurées. Ould-Saïd et Cai (2005), quant à eux, ils ont établi la convergence
uniforme sur un compact.

Par ailleurs, dans le cadre de données à valeurs dans un espace de dimension eventuellement
�nie, les travaux de Ramsay et Silverman (2002 et 2005) constituent un recueil important de
méthodes statistiques, principalement du point de vue pratique, mais des développements
théoriques peuvent être trouvés dans Bosq (2000) et Ferraty et Vieu (2006).

Une contribution qui s'avère importante dans la construction de l'estimateur des paramètres
dans le modèle de régression linéaire est celle qui est due à Cardot et al. (1999). Elle consiste
en la construction d'un estimateur pour l'opérateur de régression à partir des propriétés
spectrales de l'estimateur empirique de l'opérateur de covariance de la variable explicative
fonctionnelle. Ils ont établi, également, les convergences en probabilité et presque sûre de
l'estimateur construit. Ce travail a été revisité dans Cuevas et al. (2002). Dans celui-ci,
une étude des propriétés asymptotiques de l'estimateur de l'opérateur de régression linéaire
quand la variable explicative est fonctionnelle déterministe et la réponse est fonctionnelle
aléatoire a été conduite. Cardot et al. (2004a, 2004b et 2005) ont proposé et étudié des
méthodes d'estimation linéaire de l'opérateur de régression par quantiles conditionnels. Une
autre méthode d'estimation des quantiles conditionnels à partir de l'estimation à noyau de
la fonction de répartition conditionnelle a également été proposée et étudiée par Ferraty et
al. (2005), Ferraty et al. (2006), Ferraty et Vieu (2006a) et Ezzahrioui (2007). D'autres mé-
thodes ont été proposées a�n d'estimer la régression par le mode conditionnel. Celles-ci sont
basées sur l'estimation de la densié conditionnelle par des estimateurs à noyau (cf. Ferraty
et al. (2005), Ferraty et Vieu (2006a), Ferraty et al. (2006), Dabo-Niang et Laksaci (2006)
et Ezzahrioui (2007)).

Donc, l'estimation de la densité conditionnelle en dimension éventuellement �nie a connu
un grand intérêt en statistique. Ce paramètre fonctionnel intervient pour l'estimation des
quantiles, du mode ou de la fonction de hasard.

Signalons, qu'en dimension in�nie, le mode conditionnel a connu tout récemment un intérêt
croissant, malgré le peu de résultats disponibles dans la littérature. Dans ce contexte, les
premiers travaux ont été réalisés par Ferraty et al. (2006). Ils ont montré, sous des conditions
de régularité de la densité conditionnelle, la convergence presque complète des estimateurs
à noyau de la densité conditionnelle et du mode conditionnel et ont établi leurs vitesses de
convergence. Notons aussi qu'une application de leurs résultats aux données issues de l'in-
dustrie agro-alimentaire a été présentée. Dans le même contexte, Dabo-Niang et al. (2004)
ont étudié un estimateur non paramétrique du mode de la densité d'une variable explicative
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à valeurs dans un espace vectoriel semi-normé, de dimension eventuellement �nie. Ils ont
établi la convergence presque sûre avec une application de ce résulat au cas où la mesure
de probabilité de la variable explicative véri�e une condition de concentration. On trouve
aussi dans Dabo-Niang et Laksaci (2007) l'étude d'un estimateur à noyau du mode de la
distribution d'une variable réelle Y conditionnée par une variable explicative X, à valeurs
dans un espace semi-métrique. Ils ont établi la convergence en norme Lp de l'estimateur et
ils ont montré que les résultats asymptotiques établis sont liés aux probabilités des petites
boules de la loi de la variable explicative ainsi que la régularité de la densité conditionnelle.
Notons également, qu'il y a deux autres paramètres fonctionnels qui sont d'une grande im-
portance à savoir, le quantile et le quantile conditionnel. Ces paramètres proposent une
alternative majeure dans la prévision, grâce à leur caractère robuste (cf. par exemple, les
travaux de Cardot et al. (2004a, 2004b, 2005 et 2006), Ferraty et al. (2005b) et (2006)).

Pour terminer ce rapide tour d'horizon, non exhaustif, a�rmons que d'un point de vue
théorique, l'utilisation de variables aléatoires fonctionnelles introduit une di�culté
supplémentaire puisqu'on ne peut plus se permettre de manipuler la fonction de densité
de probabilité aussi facilement que dans le cas réel ou encore dans le cas vectoriel. On est
donc amené á donner une écriture probabiliste qui nous conduit à des hypothèses agissant
directement sur la distribution de la variable aléatoire fonctionnelle plutôt que sur la densité,
comme dans le cas de dimension �nie.



Chapitre 1

Introduction aux données

fonctionnelles et à l'estimation de la

densité conditionnelle

Dans ce chapitre, nous présentons, d'abord, quelques notions sur l'analyse des données fonc-
tionnelles et son champ d'application, et puis, les résultats existants dans la littérature sur
l'estimation de la densité conditionnelle.

1.1 Données fonctionnelles

Au cours de ces dernières années, la branche de la statistique consacrée à l'analyse des
données fonctionnelles a connu un réel essor tant en termes des développements théoriques
et méthodologiques que de la diversi�cation des domaines d'application. Ceci revient aux
progrès qu'à connu l'outil informatique au niveau des capacités de stockage qui permettent
d'enregistrer des données de plus en plus volumineuses. Ainsi, un très grand nombre de va-
riables peuvent être observées pour l'étude d'un même phénomène.

Une fois la réalité des variables fonctionnelles est présentée, on s'intéresse aux aspects de
modélisation les concernant. Dans ce but, nous donnons quelques dé�nitions permettant de
�xer un vocabulaire. Rappelons, tout d'abord, qu'une variable aléatoire fonctionnelle est
tout simplement une variable aléatoire à valeurs dans un espace de dimension éventuelle-
ment �nie que nous noterons F . Par exemple, cet espace F peut être un espace de fonctions,
d'opérateur linéaires, . . .. Selon la terminologie en vigueur dans la littérature, on parle aussi
bien de variables aléatoires fonctionnelles que de données fonctionnelles, ce qui englobe no-
tamment tout ce qui concerne l'analyse statistique de courbes.

15



16 Chapitre 1. Revue bibliographique sur l'analyse des données fonctionnelles

Dé�nition 1.1.1. On appelle modèle fonctionnels, tout modèle prenant en compte au moins

une variable aléatoire fonctionnelle (v.a.f).

Dé�nition 1.1.2. Un modèle fonctionnel est dit paramétrique si C est indexable par un

nombre �ni de paramètres appartenant à F , où C n'est qu'un sous-ensemble de IFF ′
F (IFF ′

F

l'ensemble des fonctions dé�nies sur l'espace fonctionnel F et à valeurs dans l'espace F ′).

Un modèle fonctionnel est dit non-paramétrique dans le cas contraire.

De nombreux travaux ont été dédiés à l'étude des modèles impliquant des variables aléa-
toires multivariées. Ce domaine de la statistique connait encore une activité de recherche
soutenue. Cependant, les récentes innovations réalisées sur les appareils de mesure et les mé-
thodes d'acquisition ainsi que l'utilisation de moyens informatique perfectionnés permettent
souvent de récolter des données discrétisées sur des grilles de plus en plus �nes, ce qui les
rend fondamentalement fonctionnelles : c'est par exemple le cas en météorologie, en mé-
decine, en imagerie satellite et dans de nombreux autre domaines d'études. C'est une des
raisons pour lesquelles un nouveau champ de la statistique dédié à l'étude de données fonc-
tionnelles, a soulevé un grand dé� au début des années quatre-vingt, sous l'impulsion des
travaux de Grennder (1981), Dauxois et al. (1982) et Ramsay (1982). En fait, ce domaine
a été popularisé par Ramsay et Silverman (1997), puis par les di�érents ouvrages de Bosq
(2000), Ramsay et Silverman (2002, 2005) et Ferraty et Vieu (2006). Notons que c'est un des
domaines de la statistique qui est en plein essor comme en témoignent les travaux publiés
et/ou cités dans des revues de premiers rangs, · · ·, etc.

De plus, même si les données dont dispose le statisticien ne sont pas de nature fonctionnelle,
celui-ci peut être amené à étudier des variables fonctionnelles construites à partir de son
échantillon initial. Un exemple classique est celui où l'on observe plusieurs échantillons de
données réelles indépendantes et où l'on est ensuite amenés à comparer les densités de ces
di�érents échantillons ou bien à considérer des modèles où elles interviennent (cf. Ramsay et
Silverman, 2002). Dans le contexte particulier de l'étude des séries temporelles, l'approche
introduite par Bosq (1991) fait apparaître une suite de données fonctionnelles dépendantes
qui modélisent la série chronologique observée. Cette approche consiste tout d'abord à consi-
dérer le processus non pas à travers sa forme discrétisée mais comme étant un processus à
temps continu puis à le découper en un échantillon de courbes successives.
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Remarquons que la principale source de di�culté, que ce soit d'un point de vue théorique
que pratique, provient du fait que les observations de ce type de variables sont supposées
appartenir à un espace de dimension in�nie.

Les tous premiers travaux dans lesquels nous retrouvons l'idée de considérer les données
fonctionnelles sont relativement anciens. Rao (1958) et Tucker (1958) ont envisagé l'analyse
en composantes principales et l'analyse factorielle pour des données fonctionnelles, en consi-
dérant explicitement les données fonctionnelles comme un type particulier de données. Par
la suite, Ramsay (1982) a dégagé la notion de données fonctionnelles et a soulevé la question
de l'adaptation des méthodes utilisées en analyse statistique de données multivariées (en
dimension �nie) au cadre fonctionnel.

A partir de là, les travaux portant sur la statistique des données fonctionnelles ont commencé
à se multiplier pour �nalement aboutir, aujourd'hui, à des ouvrages devenus des références en
la matière. Par exemple, les monographies de Ramsay et Silverman (2002 et 2005), Ferraty
et Vieu (2006) présentent une collection importante de méthodes statistiques spéci�ques
aux variables fonctionnelles dans les cadres linéaire et non linéaire. De même, Bosq (1991)
a contribué au développement de méthodes statistiques permettant l'analyse de variables
aléatoires fonctionnelles dépendantes (processus autorégressifs hilbertiens). Citons aussi, les
travaux de Cuevas et al. (2002) qui se sont intéressés au problème de la régression linéaire
d'une variable fonctionnelle sur un ensemble de données fonctionnelles déterministes ��xed
functional design�. D'autre part, Benhenni et al. (2010) ont considéré le problème d'estima-
tion de l'opérateur de régression quand les données fonctionnelles sont déterministes et les
erreurs sont corrélées. Cardot et al. (2005) quant à eux, ils ont proposé un estimateur non
paramétrique de l'opérateur de régression quand le facteur prédictif est réel et la variable
réponse est une courbe.

Par ailleurs, l'étude du modèle de régression non linéaire est beaucoup plus récente que celle
du cas linéaire. Ferraty et Vieu (2000) ont établi les premiers résultats sur l'estimation non
paramétrique de l'opérateur de régression non linéaire. Ces résultats ont ensuite été prolon-
gés par Ferraty et al. (2002) en traitant le cas de données dépendantes et en établissant des
convergences fortes de l'estimateur à noyau de la régression.

A leur tour, Niang et Rhomari (2003) ont étudié la convergence en norme Lp de l'estimateur
de l'opérateur de régression et ont expérimonté leur résultats à la discrimination et à la
classi�cation de courbes. Rachdi et al. (2008) ont traité le problème d'estimation non pa-
ramétrique de l'opérateur de régression quand les erreurs véri�ent des propriétés de longue
mémoire. Ils ont établi aussi la convergence en probablilité ponctuelle puis uniforme de l'es-
timateur à noyau opératoriel. Une autre contribution basée sur la construction d'un critère
de choix automatique et optimal du paramètre de lissage pour l'estimateur de la régression
quand le régresseur est de type fonctionnel a été menée par Rachdi et Vieu (2005, 2007).
Tandis qu'El Methni et Rachdi (2011) ont établi l'estimation locale d'une moyenne pondé-
rées de l'opérateur de régression pour des données fonctionnelles déterministes. Ouassou et
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Rachdi (2010) ont amélioré ensuite cette estimation par l'estimateur de Stein.

Rappelons que, le �éau de la dimension rend les vitesses de convergence très faibles. Une
manière de tenter de remédier à cela est de chercher une topologie qui restitue de façon
pertinente les proximités entre les données. Cela peut être fait, par exemple, à l'aide d'une
semi-métrique de projection basée sur les composantes principales fonctionnelles, les décom-
positions selon une base de Fourier, d'ondelettes, de splines, . . .. Lorsque la variable expli-
cative est à valeurs dans un espace de Hilbert séparable, Ferraty et Vieu (2006a, Lemme
13-6) ont montré que l'on peut dé�nir de manière générale une semi-métrique de projec-
tion qui permet de se ramener à des probabilités de petites boules de type fractal (i.e.
∃C, δ > 0, Fx(h) ∼ Cxh

δ quand h → 0). On condense ainsi les données en réduisant leur
dimension et on contourne ainsi le �éau de la dimension. En e�et, on revient à des vitesses
de convergence en puissance de n. Dans d'autres situations, on peut être confronté à des
données très lisses (comme les courbes spectrométriques de masse données dans la Figure
1.2). Dans ce cas de �gure, il peut être intéressant d'utiliser plutôt des semi-métriques ba-
sées sur les dérivées (cf. Ferraty et Vieu, 2006a). Ces semi-métriques peuvent également être
utiles lorsque les données présentent un shift vertical arti�ciel (i.e non informatif vis-à-vis
des réponses). Elles ont alors pour e�et d'éliminer ces décalages verticaux qui nuisent à la
qualité de la prédiction. En�n, on peut envisager d'autres types de phénomènes comme, à
titre d'exemple, les décalages horizontaux (cf. Dabo-Niang et al., 2006).

Face à la grande diversité des semi-métriques qu'on peut construire, on peut se poser la
question sur comment choisir la semi-métrique la mieux adaptée au données. Ceci va motiver
l'étude du problème de construction d'une semi-norme sur F .

1.2 Données fonctionnelles vs semi-métrique

D'une façon générale, l'analyse de tout type de données nécessite la dé�nition de la notion
de distance entre celles-ci. Il est bien connu que dans un espace vectoriel de dimension �nie
toutes les métriques sont équivalentes. Ceci n'est plus le cas quand l'espace d'observations
est de dimension in�nie. C'est pourquoi le choix de la métrique (et donc de la topologie
associée) est un élément crucial pour l'étude des variables aléatoires fonctionnelles.

De nombreux auteurs dé�nissent ou étudient les variables fonctionnelles comme étant des
variables aléatoires de carrés intégrables c'est-à-dire à valeurs dans L2(0, 1) (cf. notamment,
Crambes et al., 2007) ou plus généralement dans un espace de Hilbert (cf. par exemple,
Preda, 2007), ou de Banach (cf. Cuevas et Fraiman, 2004) ou métrique (cf. Dabo-Niang et
Rhomari, 2003). Notons d'ailleurs que Bosq (2000), quant à lui, il a considéré des échantillons
de variables fonctionnelles dépendantes et à valeurs dans un espace de Hilbert ou de Banach.
Ces observations fonctionnelles ont été obtenues suite au découpage d'un même processus
à temps continu. De plus, parmi les semi-métriques, disponibles dans la littérature, il est
souvent plus intéressant de considérer des semi-métriques permettant un éventail plus large
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de topologies possibles que l'on pourra choisir en fonction de la nature des données et du
problème à traiter.

Signalons que, l'intérêt d'utiliser une semi-métrique plutôt qu'une métrique est que cela peut
constituer une alternative aux problèmes liés à la grande dimension des données. En e�et,
on peut considérer une semi-métrique qui soit dé�nie à partir d'une projection de nos don-
nées fonctionnelles sur un espace de dimension plus petite : (1) que ce soit en réalisant une
analyse en composantes principales fonctionnelles de nos données (cf. Dauxois et al. (1982),
Besse et Ramsay (1986), Hall et Hosseini-Nasab (2006) et Yao et Lee (2006)) ou (2) en les
projetant sur une base de cardinal �ni (ondelettes, splines, . . .). Cela permet de réduire la
dimension des données et ainsi d'augmenter la vitesse de convergence des méthodes utilisées
tout en préservant la nature fonctionnelle des données. D'ailleurs, on peut choisir la base sur
laquelle on projette en fonction des connaissances que l'on a de la nature de la donnée fonc-
tionnelle. Par exemple, on pourrait choisir la base de Fourier si on suppose que la variable
fonctionnelle observée est périodique. On peut se référer, pour cela, à Ramsay et Silverman
(1997 et 2005) ou à Rossi et al. (2005) pour une discussion plus complète sur les di�érentes
méthodes d'approximation par projection de données fonctionnelles. Aussi, une discussion
plus approfondie de l'intérêt d'utiliser di�érents types de semi-métriques est présentée dans
le livre de Ferraty et Vieu (2006) (paragraphes 3 et 4) ainsi que dans le travail réalisé par
Benhenni et al. (2007).

Pour ces di�érentes raisons, nous présentons ici quelque pistes (cf. Ferraty et Vieu, 2006)
permettant de construire une semi-métrique. En fait, nous présentons, dans ce qui suit,
seulement deux familles de semi-métriques mais, naturellement, beaucoup d'autres peuvent
être construites : la première est bien adaptée aux courbes dites bruitées et aux courbes
irrégulières tandis que la deuxième sera plutôt employée pour le traitement de courbes tout
à fait lisses (ou régulières).

Pour ce faire, nous commençons par considérer un échantillon de n courbes X1, . . . , Xn in-
dépendantes et identiquement distribuées de la variable aléatoire fonctionnelle
X = {X(t), t ∈ [0, 1]}.

Notons que, l'analyse en composantes principales classique (ACP) est considérée comme
étant un outil très utile pour la description et la visualisation des données dans un espace
de dimension plus petite. Cette technique a été prolongée aux données fonctionnelles et plus
récemment employée pour di�érents buts statistiques. Nous verrons que le FPCA (Functional
Principal Components Analysis) est devenue un bon outil pour calculer des proximités entre
les courbes dans un espace de dimension réduite. Ainsi, à partir de la semi-métrique classique
L2, nous pouvons construire une classe paramétrique de semi-normes, que nous noterons
SMPCA (Semi-Métrique basée sur l'ACP), de la manière suivante :

∥x∥ACP
q =

√√√√ q∑
k=1

(∫
x(t)vk(t)

)2

dt pour tout x ∈ F
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où v1, ..., vq sont les fonctions propres orthonormales de l'opérateur de covariance :

ΓX(s, t) = E(X(t)X(s))

associées aux valeurs propres λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λq.

Signalons aussi que, l'entier q n'est pas un paramètre de lissage, mais plutôt un paramètre
de réglage indiquant le niveau de résolution auquel le problème est considéré.

On en déduit une famille de semi-métriques comme suit :

dACP
q (Xi, x) =

√√√√ q∑
k=1

(∫
(Xi(t)− x(t))vk(t) dt

)2

(1)

Notons que, l'approximation de l'intégrale dans la formule (1) peut se faire comme suit (cf
Castro et al., 1986) :∫ 1

0
(Xi(t)− x(t))vk(t)dt w

J∑
j=1

wj(Xi(tj)− x(tj))vk(tj)

où les poids wj = tj − tj−1 et la grille (t1, ..., tJ) est constituée de J valeurs équidistantes
dans [0,1].

Si nous discrétisons deux courbes xi et xi′ alors, la quantité dACP
q (xi, xi′) sera approximée

par sa version empirique :

dACP
q (xi, xi′) =

√√√√√ q∑
k=1

 J∑
j=1

wj(xi(tj)− xi′(tj))vk(tj)

2

où {xi = (xi(t1), ..., xi(tJ))
t)}i=1,...,n et {xi′ = (xi′(t1), ..., xi′(tJ))

t)}i′=1,...,n

En e�et, cette famille de semi-métriques peut être utilisée seulement si les données sont
équilibrées (les courbes sont observées aux mêmes points). Ceci pourrait apparaître comme
un inconvénient pour l'usage d'un tel genre de semi-métriques mais, leur principal avantage
est d'être utilisé même si les courbes son irrégulières. En prenant l'exemple de la prévision
de la concentration maximale de l'ozone au pôle nord pendant une journée sur quatre an-
nées successives (de 2000 à 2004), étant donné la courbe de cette concentration pendant la
journée précédente (cf. Figure 1.4), nous avons choisi la norme L2

1,24 calculée, en utilisant ce
genre de semi- métriques.

Une autre manière de construire une autre famille de semi-métriques est basée sur les déri-
vées, que nous allons noter par SMD (Semi-Métrique basée sur la Dérivée). Elle est dé�nie
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de la manière suivante :

dSMD
q (xi, xi′) =

√∫ 1

0
(x

(q)
i (t)− x

(q)
i′ (t))2dt (2)

pour deux courbes observées xi et xi′ , où x(q) désigne la dérivée d'ordre q de x.
Notons, par ailleurs, que dSMD

0 (x, 0) coïncide avec la norme classique sur l'espace L2 de x.

De plus, on peut aussi utiliser l'approximation de chaque courbe par des B-splines (cf. De
Boor (1978) ou Schumaker (1981)) et ainsi les dérivées successives seront directement cal-
culées en di�érenciant plusieurs fois leurs formes analytiques. Ainsi, le calcul de l'intégrale
dans (2) peut être e�ectué en utilisant la méthode de Gauss (cf. Lanczoz, 1956). Dans la
pratique, cette classe de semi-métriques sera bien adaptée et employée quand on a a�aire à
des courbes lisses, comme les données spectrométriques de masse (cf. Figure 1.2).

A ce stade, on pense que l'ensemble des données, lui-même, devrait être mis en avant a�n
de choisir la semi-métrique à employer.

En conclusion, chacune des deux familles discutées ci-dessus est adaptée à un certain genre
de données : la SMPCA est prévue pour des données irrégulières, tandis que, la SMD est
adaptée aux données lisses.

On peut donc a�rmer, sans hésitation, que le choix de la semi-métrique permet à la fois
de prendre en compte des situations plus variées et de pouvoir contourner le �éau de la
dimension. Ce choix ne doit cependant pas être pris à la légère mais, doit prendre en compte,
non seulement la nature des données mais aussi la nature du problème étudié.

1.2.1 Probabilités des petites boules

Le problème du �éau de la dimension est un phénomène bien connu dans le cas de modèles
de régression multivariée non paramétrique. Il est bien connu que ce problème provoque une
décroissance exponentielle des vitesses de convergence des estimateurs non paramétriques en
fonction de la dimension (cf. Stone, 1982). Par conséquent, il est légitime de penser que les
méthodes non paramériques dans l'étude des modèles à variables fonctionnelles risque d'avoir
une vitesse de convergence très lente. Dans le cas où la variable explicative est multivariée
(i.e. à valeurs dans un espace de dimension éventuellement �nie (F , d)), les vitesses de
convergence de l'estimateur à noyau sont exprimées en fonction d'un terme de la forme hdn,
provenant de la valeur de la probabilité que la variable explicative appartienne à la boule
de centre x et de rayon hn. Dans le cas d'une variable explicative fonctionnelle les résultats
asymptotiques sont exprimés à partir de quantités plus générales appelées probabilités des
petites boules et qui sont dé�nies par :

Fx(hn) := IP(d(X,x) ≤ hn) où hn → 0
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Au travers des di�érents résultats de convergence concernant l'estimateur étudié dans ce mé-
moire (de type Nadaraya-Watson et/ou local linéaire), on observe que la vitesse de conver-
gence est fonction de la manière dont décroissent ces probabilités de petite boules. Il existe
dans la littérature un nombre assez important de résultats probabilistes qui étudient la ma-
nière dont ces probabilités des petites boules tendent vers 0 quand d est une norme (cf. par
exemple, Li et Shao (2001), Lifshits et al. (2006) et Gao et Li (2007)). On pourra également
se réferer au travail de Dereich (2003, Chapitre 7) qui est consacré au comportement des
probabilités des petites boules dont les centres sont aléatoires. Au travers de ces travaux
on peut voir, par exemple, que dans le cas de processus non-lisses tels que le mouvement
brownien ou le processus d'Ornstein-Uhlenbeck, ces probabilités des petites boules sont de
forme exponentielle (par rapport à hn) et que par conséquent la vitesse de convergence de
nos estimateurs est en puissance de ln(n) (cf. Ferraty et al. (2006), paragraphe 5 et Ferraty
et Vieu (2006a), paragraphe 13.3.2, pour une discussion plus approfondie sur ce sujet).

Dans ce qui suit, nous allons présenter un aperçu sur l'utilité de l'analyse des données
fonctionnelles dans les applications.

1.2.2 Champs d'application des données fonctionnelles

Depuis plusieurs décennies, nombreux sont les statisticiens qui ont développé des applica-
tions permettant le traitement de variables aléatoires fonctionnelles. D'une part, ce traite-
ment permet d'utiliser ou de développer des outils théoriques performants, et d'autre part,
il o�re un énorme potentiel en terme d'applications (en imagerie, agro-industrie, géologie,
économétrie,...). Nous exposons ci-dessous quelques exemples concrets.

Dans le domaine de la linguistique : le problème de la reconnaissance vocale est un sujet
d'actualité. L'objectif est de pouvoir retranscrire phonétiquement des mots et des phrases
prononcés par un individu. Les données sont des courbes correspondant à des enregistrements
de phonèmes prononcés par di�érents individus. Des travaux ont été, également, réalisés,
notamment concernant la reconnaissance vocale. On peut citer par exemple Hastie et al.
(1995), Berlinet et al. (2005) ou encore Ferraty et Vieu (2003).

Etude du phénomène d'El Niño : il s'agit d'un jeu de données provenant de l'étude d'un
phénomène climatologique assez important. Ce phénomène est couramment appelé El Niño.
C'est un grand courant marin qui survient de manière exceptionnelle (en moyenne une
à deux fois par décennie) le long des côtes péruviennes à la �n de l'hiver. Ce courant
provoque des déréglements climatiques à l'échelle de la planète. Le jeu de données est
constitué de relevés de températures mensuelles de la surface océanique e�ectués depuis
1950 dans une zone située au large du nord du Pérou (de coordonnées 0-10◦ Sud, 80-90◦

Ouest) dans laquelle peut apparaître le courant marin El Niño. Ces données et leur des-
cription sont disponibles sur le site internet du centre de prévision du climat américain :
http : //www.cpc.ncep.noaa.gov/data/indices/. Il faut noter que l'évolution des tempéra-
tures au cours du temps est réellement un phénomène continu. Le nombre de mesures permet
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Figure 1.1 � Les courbes correspondant au courant d'El N��no

de prendre en considération la nature fonctionnelle des données (cf. Figure 1.1). A partir de
ces données, on peut s'intéresser à la prédiction de l'évolution du phénomène à partir des
données recueillies lors des années précédentes.

En industrie alimentaire : Ferraty et Vieu (2002, 2003) se sont intéressés à des données
spectrométriques de masse. Ces données proviennent d'un problème de contrôle de qualité
en industrie alimentaire. Ils ont étudié la contenance en graisse dans les morceaux de viande
étant donné les courbes d'absorption de ces morceaux de viande (cf. pour ceci Figure 1.2).
Ces données réelles ont été utilisées dans le cas où les variables sont indépendantes.

Consommation d'électricité aux USA : dans le cadre des données dépendantes, on peut consi-
dérer l'exemple d'une série chronologique qui concerne la consommation annuelle
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Figure 1.2 � Les courbes spectrométriques

d'électricité, aux USA, par des secteurs résidentiels et commerciaux de janvier 1973 jusqu'en
février 2001 (338 mois). Le but de cette étude est de prévoir la consommation d'électricité de
l'année suivante sachant la consommation d'électricité de toute l'année précédente. L'échan-
tillon se compose de 28 données comme le montre la Figure 1.3. Cette série chronologique
peut être regardée comme étant un ensemble de données fonctionnelles dépendantes (c'est-
à-dire, une population de 28 courbes : chaque année correspond à 1 courbe).

Données de pollution : Un autre exemple de variables aléatoires fonctionnelles dépendantes
portant sur l'étude de phénomènes liés à l'environnement est le problème de pollution. Il
s'agit d'étudier la courbe de concentration d'ozone au Pôle Nord sur quatre années suc-
cessives (de 2000 à 2004). L'objectif est de prévoir la concentration de l'ozone dans une
journée étant donné la courbe de concentration de l'ozone de la veille. En procédant par
un découpage journalier de la courbe de concentration annuelle de l'ozone, on obtient les
courbes représentées dans Figure 1.4. Notons que plusieurs auteurs se sont intéressés aux
phénomènes liés à l'environnement, on peut citer entre autres, Damon et Guillas (2002),
Aneiros-Perez et al. (2004), Cardot et al. (2004, 2006), Meiring (2005).

Bref, de nombreux autres domaines d'application où l'on peut être confronté à des données
de natures fonctionnelles existent et/sinon a�uent. Vu l'énormité des exemples que l'on
peut citer, nous sommes incapable de présenter dans cette thèse une liste exhaustive de ces
applications. Sinon, nous nous contentons, dans la suite de ce paragraphe, d'un rapide tour
d'horizon de ces champs d'application.

En biologie : pour l'étude des variations des courbes de croissance (cf. Rao, 1958 et Figure
1.5), et plus récemment, pour l'étude des variations de l'angle du genou durant la marche
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Figure 1.3 � Les courbes annuelles de consommation d'électricité aux USA
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Figure 1.4 � Les courbes de pollution au Pôle Nord
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Figure 1.5 � Courbes de croissance

(cf. Ramsay et Silverman, 2002). Notons qu'un énorme nombre de données fonctionnelles est
produit et ne demande qu'à avoir la méthodologie adéquate pour son traitement, notamment
les données spectrométriques de masse (cf. pour le cancer Figure 1.6).

En biologie animal : des études sur la ponte de mouches méditerranéennes ont été e�ectuées
et résumées par des courbes donnant, pour chaque mouche, la quantité d'oeufs pondus en
fonction du temps (cf. Figure 1.7).

En économétrie : on est souvent confrontés à de nombreux phénomènes que l'on peut mo-
déliser par des variables fonctionnelles. Parmi ces phénomènes on peut citer la volatilité des
marchés �nanciers (cf. Müller et al., 2007), le rendement d'une entreprise (cf. Kawassaki et
Ando, 2004), le commerce électronique (cf. Jank et Shmueli, 2006) ou l'intensité des tran-
sactions �nancières (cf. Laukaitis et Rackauskas, 2002). On peut se réferer à Kneip et Utikal
(2001), Benko (2006) et Benko et al. (2006) pour des références supplémentaires. Par ailleurs,
nous pouvons aussi citer un exemple qui consiste à l'observation des �uctuations d'un indice
boursier en fonction du temps : il s'agit typiquement d'une série temporelle qu'on découpe
selon des sous-intervalles de l'espace temps (cf. Bosq, 2002).

En graphologie : l'apport des techniques de la statistique fonctionnelle a aussi trouvé une
application en graphologie. Parmi les travaux réalisés sur cette problématique on peut citer,
à titre d'exemple, ceux de Hastie et al. (1995) et Ramsay (2000). Ce dernier a modélisé
la position du stylo (abscisses et ordonnées en fonction du temps) à l'aide d'un système
d'équations di�érentielles de paramètres fonctionnels.
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Figure 1.6 � Courbes spectrométriques de masse sur des cellules cancereuses

Figure 1.7 � Une courbe du nombre d'oeufs journaliers pondus par une mouche
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Les mesures et notamment les images recueillies par satellites sont également des données
dont l'étude peut être é�ectuée à partir des méthodologies de la statistique fonctionnelle. On
peut citer, par exemple, les travaux de Vidakovic (2001) dans le domaine de la météorologie
ou ceux de Dabo-Niang et al. (2004b, 2007) dans le domaine de la géophysique. Dans ces
travaux, on s'intéresse à la classi�cation des courbes recueillies par le satellite à di�érents
endroits de l'amazonie, ce qui permettrait d'identi�er la nature du sol. En�n, citons Cardot
et al. (2003) et Cardot et Sarda (2006) qui ont étudié l'évolution de la végétation à partir
de données satellitaires.

1.3 Quelques résultats sur l'estimation non-paramétrique pour

des modèles fonctionnels

Nous rappelons, dans ce paragraphe et dans un premier temps quelques hypothèses
et notations qui paraissent importantes pour la suite de ce travail de thèse. Ensuite, les
résultats obtenus par Ferraty et al. (2006) et brièvement ceux obtenus par Laksaci (2005)et
Ezzahrioui (2007) sur l'estimation de quelques paramètres conditionnels.

1.3.1 Notations et hypothèses

Considérons le couple de variables aléatoire (X,Y ) où Y est à valeurs dans R et X
est à valeurs dans un espace semi-métrique (F , d) qui peut être de dimension éventuellement
�nie. Pour x ∈ F , la distribution de probabilité de Y sachant X est dé�nie par :

∀y ∈ R, F x(y) = IP(Y ≤ y|X = x)

ou cette distribution est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur R.
Notons par fx (respectivement fx(j)) la densité conditionnelle (respectivement sa dérivée
d'ordre j) de Y sachant X = x. Par la suite on désignera par x le point �xe de F , Vx un
voisinage de x et SIR un sous-ensemble compact de R. Notons aussi par : B(x, h) = {x′ ∈
F|d(x′, x) < h} la boule de centre x et de rayon h.

Voici quelques hypothèses dont nous avons besoin dans les enoncés des résultats préli-
minaires.

(H1) P (X ∈ B(x, h)) = ϕx(h) > 0

Pour la fonction de répartition conditionnelle, celle-ci sera supposée véri�er la condition
suivante :
(H2) ∀(y1, y2) ∈ S×S, ∀(x1, x2) ∈ Vx×Vx, |F x1(y1)−F x2(y2)| ≤ Cx

(
d(x1, x2)

b1 + |y1 − y2|b2
)
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et pour certain j ≥ 0,

Concernant la densité conditionnelle fx, on la supposera de classe Cj et telle que :
(H3) ∀(y1, y2) ∈ S×S, ∀(x1, x2) ∈ Vx×Vx, |fx1(j)(y1)−fx2(j)(y2)| ≤ Cx

(
d(x1, x2)

b1 + |y1 − y2|b2
)

La condition de concentration (H1) joue un rôle important. Ce genre de condition est lié à
la semi-métrique d. Elle quanti�e et contrôle les probabilitées des petites boules.

(H4) =


∀(y1, y2) ∈ R2, |H(y1)−H(y2)| ≤ C|y1 − y2|

∫
R |t|b2H(1)(t)dt < +∞

(H5) Le noyau K est à support dans (0, 1), tel que, 0 < C1 < K(t) < C2, où
C1 et C2 sont deux constantes strictement positives,

(H6) lim
n→∞

hK = 0 et lim
n→∞

log n

nϕx(hK)
= 0,

(H7)- lim
n→∞

hH = 0 et lim
n→∞

nαhH = ∞, pour un certain réel α > 0.

où H est un noyau, hK = hK,n (respectivement, hH = hH,n) est une suite de nombres
réels positifs tendant vers 0 quand n tend vers l'in�ni.

1.3.2 Estimation de la loi conditionnelle

Dans ce paragraphe, nous donnons un résultat de convergence de l'estimateur à noyau
de la loi conditionnelle. Étant donné un élément x �xé de F et soit (Xi, Yi)i=1,...,n un échan-
tillon de couples de variables aléatoires indépendantes à valeurs dans R×F , l'estimateur à
noyau de la loi conditionelle F x(.) est dé�ni par :

F̂ x(y) =

∑n
i=1K

(
d(x,Xi)

hK

)
H
(
y−Yi

hH

)
∑n

i=1K
(
d(x,Xi)

hK

) , ∀y ∈ R

Le théorème suivant donne la convergence 1 (p.co.) prêsque complète de l'estimateur F̂ x(y)

1. soit (zn)n∈N une suite de variables aléatoires. On dit que zn converge presque complétement (p.co.)
vers 0 si, et seulement si, ∀ϵ > 0,

∑∞
n=1 IP (|zn| > 0) < ∞. De plus, soit (un)n∈N∗ une suite de nombres

réels positifs. On dit que zn = O(un) p.co. si, et seulement si, ∃ϵ > 0,
∑∞

n=1 IP (|zn| > ϵun) < ∞ : ce type
de convergence implique la convergence presque sure et la convergence en probabilité (cf. [13] pour plus de
détails).
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Théorème 1.3.1. (Ferraty et al. 2006). Sous les hypothèses H1-H6, ona :

sup
y∈S

|IFx
n(y)− F x(y)| = O

(
hb1K

)
+O

(
hb2H

)
+O

(√
log n

nϕx(hK)

)
, p.co.

1.3.3 Estimateur à noyau de la densité conditionnelle

Dans ce pragraphe, nous présentons un estimateur à noyau de la dérivée d'ordre j de
la densité conditionnelle et un résultat sur le comportement asymptotique de cet estimateur.

Cet estimateur f̂x(j) de fx(j) est donné par :

f̂ (j)(y|x) =
h−j−1
H

∑n
i=1K

(
d(x,Xi)

hK

)
H(j+1)

(
y−Yi

hH

)
∑n

i=1K
(
d(x,Xi)

hK

) , ∀y ∈ R

Notons que, cet estimateur est analogue à celui introduit par Rosenblatt (1969) dans le
cas où X est une variable aléatoire réelle. Il est aussi largement étudié depuis ce temps (cf.
Youndjé, 1996). A�n d'établir quelques résultats de convergence, les hypothèses suivantes
seront nécessaires :

(H8)



∀(y1, y2) ∈ R2, |H(j+1)(y1)−H(j+1)(y2)| ≤ C|y1 − y2|

∃ν > 0, ∀j′ ≤ j + 1, lim
y→∞

|y|1+ν |H(j+1)(y)| = 0

H(j+1) est borné

(H9) lim
n→∞

hK = 0 avec lim
n→∞

log n

nh2j+1
H ϕx(hK)

= 0.

Le théorème suivant concerne le comportement asymptotique de l'estimateur fonctionnel
à noyau f̂x(j).
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Théorème 1.3.2. (Ferraty et al., 2006). Sous les hypothèses H1, H3, H4 et H6-H9,

ona :

sup
y∈S

|fx(j)n (y)− fx(j)(y)| = O
(
hb1K

)
+O

(
hb2H

)
+O

(√
log n

nh2j+1
H ϕx(hK)

)
, p.co.

où S une sous-ensemble compact de R

1.3.4 Estimation du mode conditionnel

Cas où les données sont i.i.d.

Ce paragraphe présente un estimateur du mode conditionnel noté par θ̂. Notons que,
l'ensemble compact S est choisi de telle sorte qu'il n'y ait qu'un unique mode θ. Cet esti-
mateur est basé sur la précédente estimation fonctionnelle de la densité conditionnelle.

Dans la suite de ce paragraphe, on utilise S = [θ − ξ, θ + ξ] comme ensemble compact.
L'estimateur θ̂ du mode conditionnel θ est dé�nie comme.

f̂x(θ̂) = sup
y∈S

f̂x(y)

Notons que, l'estimateur θ̂ n'est pas nécessairement unique, pour assuré cette unicité et la
convergence de θ̂n, on suppose :

(H10) ∃ξ > 0, fx ↗ dans [θ − ξ, θ] et fx ↘ dans [θ, θ + ξ].

(H11) fx est j-fois continûment di�érentiable par rapport à y sur [θ − ξ, θ + ξ],

et

(H12)


fx(l)(θ) = 0, si 1 ≤ l < j

|fx(j)(θ)| > 0 sinon

Signalons que ces conditions ont une grande in�uence sur la vitesse de convergence de l'es-
timateur θ̂ (cf. le théorème ci-dessous). De plus la convergence de cet estimateur peut être
obtenue par l'hypothèse (H10) (cf. Laksaci (2005), Lemme 2.4.1).
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Théorème 1.3.3. (Laksaci , 2005). Si les hypothèses du Théorème 1.3.2 et H10-H12 sont

véri�ées, alors :

θ̂ − θ = O

(
h

b1
j

K

)
+O

(
h

b2
j

H

)
+O

(
logn

nhHϕx(hK)

) 1
2j

, p.co.

Cas où les données sont α-mélangeantes

Les résultats obtenus dans le cas des variables aléatoires fonctionnelles indépendantes
et identiquement distribuées (i.i.d.) ont été prolongés au cas des variables fortement mélan-
geantes. Un résultat (cf. Théorème 1.3.4) s'annonce dans ce cadre grâce à des hypothèses
faites dans le cas i.i.d. Ces hypothèses ont été renforcées par des conditions de concentration
de la loi conjointe des couples (X,Y ) et quelques hypothèses sur les coe�cients de mélange.

Deux exemples d'application sont étudiés. Le premier correspond au cas i.i.d. Il concerne
l'industrie agro-alimentaire (courbes spectrométriques de masse). L'autre exemple corres-
pond au cas dépendant. Celui-ci concerne un problème de pollution (les courbes de la concen-
tration de l'ozone sur le pôle nord) (cf. Laksaci , 2005 pour plus de détails).

Les hypothèses suivantes sont nécessaires dans l'enoncé du Théorème 1.3.4 :

(H13) supi̸=j P ((Xi, Xj)) ∈ B(x, r)XB(x, r) = ϕx(r)ψx(r) > 0,

(H14) Les coe�cients de α-mélange de la suite (Xi, Yi) véri�ent la condition :

∃a > (5 +
√
17)/2, ∃c > 0telsque∀n, αn ≤ cn−a

,

(H15) lim
n→∞

hH = 0 et ∃β1 ≤
4

(a+ 1)(a− 2)
tel que lim

n→∞
nβ1 hH = ∞,

(H16)


lim
n→∞

hK = 0, lim
n→∞

logn

nhH χx(hK)
= 0.

et

∃β2 > 0, c1 > 0, c2 > 0, c2n
( 3−a
a+1

)+β2 ≤ χx(hK) ≤ c1n
1

1−a .

où

χx(hK) désigne le maximum de la concentration entre la loi marginale et les lois conjointes
de chaque couple d'observations fonctionnelles dans la boules de centre x et de rayon hK .
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Théorème 1.3.4. (Laksaci, 2005). Si les hypothèses (H1), (H3)-(H5) et (H10)-(H16) sont

véri�ées, alors :

θ̂ − θ = O

(
h

b1
j

K

)
+O

(
h

b2
j

H

)
+O

((
logn

nhHχx(hK)

) 1
2j

)
, p.co.

où b1 et b2 deux réels strictement positifs.
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Abstract.This paper deals with the conditional density estimation when the explanatory variable is

functional. In fact, nonparametric kernel type estimator of the conditional density has been recently

introduced when the regressor is valued in a semi-metric space. This estimator depends on a smoo-

thing parameter which controls its behavior. Thus, we aim to construct and study the asymptotic

properties of a data-driven criterion for choosing automatically and optimally this smoothing pa-

rameter. This criterion can be formulated in terms of a functional version of cross-validation ideas.

Under mild assumptions on the unknown conditional density, it is proved that this rule is asymp-

totically optimal. Finally, a simulation study and an application on real data are carried out to
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2.1 Introduction

Conditional density estimation is a statistical technique that allows for a better understan-
ding of the relationship between a response variable and a set of covariates, in comparison
with usual regression methods. Therefore, this technique is of great importance in many
scienti�c �elds where knowledge about conditional means, obtained by regression methods,
is not enough to draw valuable conclusions about the problem at hand. Moreover, conditio-
nal density functions arise in a variety of areas. One of the more useful applications involves
density forecasting, where the probability density of the forecast of a time series, such as the
rate of in�ation, can be used to make probability statements regarding the future course of
that series. However, the probability density, and its resulting interpretation, is conditional
on the hypothesis that the model used to produce the forecasts is correctly speci�ed.

Recall that, if g(x, y) denotes the joint density of (X,Y ) and h(x) denotes the marginal
density of X, then the conditional density of Y given X = x is obtained by f(x, y) =
g(x, y)/h(x). The standard nonparametric regression does not allow the analysis of changes
in modality, and standard density estimation does not allow conditioning on an explanatory
variable. Notice also that conditional density estimation is, in some ways, a generalization
of both nonparametric regression and standard univariate density estimation. The kernel
conditional density estimation was �rst considered by Rosenblatt (1969) who studied the
problem of estimating the density of Y given X = x where X is an univariate random
variable.

On the other hand, estimators of the conditional mode, the conditional distribution and
the conditional median can be derived directly from estimators of f(x, y). For instance in
Collomb et al. (1987) it is shown how one can get an estimator of the conditional mode
and how such an estimator can be used for forecasting problems (cf. to cite a few, Härdle
(1990), Gannoun (1990), Youndjé (1993 and 1996) and the references therein). Moreover, It
is important to mention that estimators of conditional modes are of particular interest for
prediction (cf. Collomb et al. (1987) and Ferraty et al. (2005)).

Furthermore, the problem of the conditional density estimation appears to have lain free of
scrutiny until it was revisited and some improved estimators were proposed (cf. Hyndman
et al. (1996), and references therein for some developments). Indeed, the following modi�ed
form of Rosenblatt's estimator was considered :

f̂(a,b)(x, y) =
b−1

∑n
j=1K(a−1||x−Xj ||x)K(b−1||y − Yj ||y)∑n

j=1K(a−1||x−Xj ||x)
(1)

where (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) is a sample of independent observations from the distribution
of (X,Y ) and ||.||x and ||.||y are metrics on the spaces values of X and Y , respectively.
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The kernel function, K(u), is assumed satisfying some speci�c conditions. Popular choices
of K(u) are de�ned in terms of univariate and unimodal probability density functions. Mo-
reover, Youndjé (1993 and 1996), Hyndman et al. (1996) and others give the bias, variance,
mean squared error (MSE) and convergence properties of the estimator (1) and proposed
also an alternative kernel estimator with smaller MSE than the standard estimator in some
commonly occurring situations. On the other, we can not continue our introduction without
mentioning the work by Fan et al. (1996), who proposed an alternative conditional density
estimator by generalizing Rosenblatt's estimator using local polynomial techniques. Then,
Hyndman and Yao (1998) introduced two further local parametric estimators which improve
on the estimators given by Fan et al. (1996). Stone (1994), meanwhile, followed a di�erent
path by using tensor products of polynomial splines to obtain conditional log density es-
timators. For other studies on the nonparametric estimation of the conditional density we
refer also to Gannoun (1990), Youndjé (1993 and 1996), Hall et al. (1999), Härdle et al.
(1991), Bashtannyk and Hyndman (2001), Gannoun et al. (2003), El Ghouch and Genton
(2009) and the references therein.
In this paper, we are interested in the e�cient estimation of the conditional probability
density when the explanatory variables are of functional type. It should be noticed that,
these questions in the in�nite dimensional framework are particularly interesting, at once
for the fundamental problems they formulate, but also for many applications they may allow
(cf. Bosq (2000), Ramsay and Silverman (2005), Ferraty and Vieu (2006) and references
therein). In fact, in this conditional context, the �rst results were obtained by Ferraty and
Vieu (2005) and Ferraty et al. (2006). They established the almost-complete consistency,
in both cases i.i.d. and strongly mixing data, of the kernel estimators of the conditional
distribution function and of the conditional probability density. Moreover, they presented
some applications of their results on both the conditional mode and on conditional quantiles.
Among the lot of papers which are concerned with the nonparametric modelization related
to the conditional distribution of a real variable given a random variable taking values in
in�nite dimensional spaces, we refer only to Dabo-Niang and Laksaci (2007) for the conditio-
nal mode estimation, and to Laksaci (2007) for the asymptotic expression of leading terms
in the quadratic error of conditional density kernel estimators.
On the other hand, it is well known that kernel estimators have some nice asymptotic pro-
perties when the curse of dimensionality is controlled by means of suitable considerations
on the small ball probabilities of the functional variable (cf. Ferraty and Vieu 2006 and
references therein). However it is also well-known that, as in the standard �nite dimensional
framework, the smoothing parameter has to be selected suitably for insuring good practical
performances (cf. Laksaci, 2007). Notice that, some papers, (cf. for instance, Youndjé et al.,
1993), have treated the problem of the smoothing parameter selection in the nonparametric
estimation of the conditional density, by using some techniques quite di�erent from ours, but
only in the �nite dimensional setup. Furthermore, the selection of the smoothing parameter
in the in�nite dimensional setting is much more complicated. In particular, the so-called
scatterplot which is a graphical tool for exploring the relationship between the explanatory
variables and the scalar response is not available, and hence it becomes very hard to have
some informations on the shape of the relationship between the functional variable and the
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scalar response. Therefore, various areas with di�erent (low/high) concentrations can appear
in such a relationship even though it does not appear in the functional data sample (cf. for
instance, the simulated curves in Section 2.4.2). It is also clear, in the in�nite dimensional
setup, that the concentration of the distribution of the functional explanatory variable will
have an in�uence on the value of some appropriate bandwidth (the variance of the estimator
increases when the concentration of the distribution of the functional covariates decreases
which is the case when the bandwidth value's decreases (cf. conditions (17) and (14)). Mo-
reover, in areas where the functional covariates have low concentration, the bandwidth has
to be taken su�ciently large to include enough data curves, while a smaller bandwidth can
be used in areas where the functional covariates have high concentration. It should, thus, be
noted that Rachdi and Vieu (2007) (respectively Benhenni et al., 2007) proposed a global
(respectively a local adaptive) cross-validation procedure for the regression operator estima-
tion for functional data, which has inspired this work.

The main aim of this paper is then the construction of both global and local functional cross-
validation procedures. We remark that a local bandwidth choice can signi�cantly improve
the precision of the prediction in the functional setting than the global one. In section 2, the
data-driven methods are de�ned. The main hypotheses and results are enounced in section 3.
In section 4, we propose a simulation study showing how an optimal local bandwidth choice
improves the usual global selection rule for some irregular functional covariates. Finally,
asymptotic theoretical support is given in section 5, and the proofs of the auxiliary results
are relegated to the Appendix.

2.2 Global and local bandwidth selection rules

Let us introduce a sample of independent pairs (Xi, Yi)1≤i≤n identically distributed as (X,Y )
which is valued in F×R, where (F , d) is a semi-metric space equipped with a semi-metric d.
Assume that there exists a regular version of the conditional probability of Y given X, which
is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure on the real line R. Let f(x, ·)
denote the conditional probability density of the random variable Y given X = x ∈ F ,
which we have to estimate. For this aim, we de�ne the kernel estimator f̂(a,b) of f as in (1),
but by considering two di�erent kernel functions as follows :

∀x ∈ F and ∀y ∈ R, f̂(a,b)(x, y) =
b−1

∑n
i=1K(a−1d(x,Xi))H(b−1(y − Yi))∑n

i=1K(a−1d(x,Xi))
(2)

where K is a kernel and a = aK,n (respectively b = bH,n) is a sequence of positive real
numbers. Notice that the estimator (2) has been used by Roussas (1968) in the real case
and by Ferraty et al. (2006) in the functional case.
The main goal of this paper is to construct and study the asymptotic behavior of a data dri-
ven method which optimally selects the smoothing parameters (a, b). To do that, we propose
to use a rule which is based on the classical leave-out-one-curve cross-validation procedure
and to study its asymptotic behavior in the mean squared sense. Indeed, commonly with the
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majority of the earlier works on the bandwidth selection, our rule is based on the minimiza-
tion of the integrated squared error which is weighted by the probability measure, dPX(x),
of the functional variable X and some nonnegative weight functions W1 and W2 :

d1(f̂(a,b), f) =

∫ ∫ (
f̂(a,b)(x, y)− f(x, y)

)2
W1(x)W2(y) dPX(x) dy (3)

A discrete approximation of (3) is the averaged squared error given by :

d2(f̂(a,b), f) =
1

n

n∑
i=1

(
f̂(a,b)(Xi, Yi)− f(Xi, Yi)

)2 W1(Xi)W2(Yi)

f(Xi, Yi)
(4)

or, also, the mean integrated squared error :

d3(f̂(a,b), f) =

∫ ∫
IE
(
f̂(a,b)(x, y)− f(x, y)

)2
W1(x)W2(y)dPX(x)dy (5)

However, these loss functions depend on the conditional density f , so the smoothing para-
meter that minimizes these errors is not computable in practice. Thus, we must �nd another
loss function which is asymptotically equivalent to the quadratic distances (3), (4) and (5).
Following the same ideas as in Youndjé (1996) for the real case, we can write that :

d1(f̂(a,b), f) = A+B − 2C

where

A =

∫ ∫
f̂2(a,b)(x, y)W1(x)W2(y)dPX(x)dy

B =

∫ ∫
f2(x, y)W1(x)W2(y)dPX(x)dy

C =

∫ ∫
f̂(a,b)(x, y)f(x, y)W1(x)W2(y)dPX(x)dy

Since the second termB is independent of (a, b), the problem of minimizing d1 is equivalent to
that of minimizing A−2C. A straightforward way to construct a computational procedure to
select the optimal bandwidths (a, b) with respect to the error measure d1 is to estimator the
both quantities A and C. For this aim, as mentioned above, we adopt the standard leave-
out-one-curve technique as in Rudemo (1982) for the probability density estimation and
Rachdi and Vieu (2007) for the regression operator estimation, by considering the following
criteria :

GCV (a, b) =
1

n

n∑
i=1

W1(Xi)

∫
f̂−i2

(a,b)(Xi, y)W2(y)dy −
2

n

n∑
i=1

f̂−i
(a,b)(Xi, Yi)W1(Xi)W2(Yi) (6)

and respectively, for a �xed y ∈ R :

LCVx,y(a, b) =
1

n

n∑
i=1

W1,x(Xi)

∫
f̂−i2

(a,b)(Xi, z)W2,y(z)dz−
2

n

n∑
i=1

f̂−i
(a,b)(Xi, Yi)W1,x(Xi)W2,y(Yi)

(7)
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where W2,x (respectively W2,y) is some positive local weight function around x (respectively
y), and for any i = 1, . . . , n :

f̂−i
(a,b)(x, y) =

b−1
∑n

j ̸=iK(a−1d(x,Xj))H(b−1(y − Yj))∑n
j ̸=iK(a−1d(x,Xj))

. (8)

These criteria are obtained by using the fact that

C =

∫ ∫
f̂(a,b)(x, y)f(x, y)W1(x)W2(y)dPX(x)dy

=

∫ ∫
f̂(a,b)(x, y)W1(x)W2(y)dPY |X=x(y)dPX(x)

=

∫ ∫
f̂(a,b)(x, y)W1(x)W2(y)dP(X,Y )(x, y)

= IE(X,Y )

(
f̂(a,b)(X,Y )W1(X)W2(Y )

)
and

A = IEX

(∫
f̂2(a,b)(X, y)W1(X)W2(y)dy

)
where IEZ denotes the expectation with respect to the distribution of the random variable
Z.
Finally, our global (respectively, local) cross-validation procedure consists in choosing the
bandwidths (a, b) which minimize GCV (a, b) (respectively, LCVx,y(a, b)) on a given set
Hn ⊂ IR+2 (respectively, Hn(x, y) ⊂ IR+2).

2.3 Main Results

2.3.1 Assumptions

In order to deduce the asymptotic optimality of the bandwidth selected by the rule GCV
(respectively, LCVx,y), we will assume that the weight function W1 (respectively W2) is
bounded with support in some subset SX of F (respectively on a compact subset SY of IR)
and the conditional density f(·, ·) is bounded on SX ×SY . In the sequel of this paper, when
no confusion is possible, we will denote by C and C ′ some strictly positive generic constants
and we will make the following assumptions :
The weight functions are taken, for each curve x, such that for some positive real w :

w = aν for 0 < ν < 1 and W1,x is bounded and supported in B(x,w) (9)

where B(x, h) denotes the closed ball with center x and radius the real h > 0,

∀x ∈ SX , 0 < Cϕ(h) ≤ IP (X ∈ B(x, h)) ≤ C ′ϕ(h) (10)
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where ϕ(h) is a positive real function such that lim
h→0

ϕ(h) = 0.

There exist some strictly positive constants b1, b2 and δ, such that : ∀(x0, y0) ∈ SX × SY ,
∀(x1, x2) ∈ SX × SX and ∀(y1, y2) ∈ SY × SY , we have :

f(x0, y0) > δ and |f(x1, y1)− f(x2, y2)| ≤ C
(
db1(x1, x2) + |y1 − y2|b2

)
(11)

The kernel K is a bounded and Lipschitzian kernel on its support (0, 1), and there exist
some positive constants C and C ′ such that :

0 < C < K(t) < C ′ <∞ (12)

and if K(1) = 0, the kernel K has to ful�ll the additional condition −∞ < C < K ′(t) <
C ′ < 0, where K ′ is the �rst derivative of K.
The kernel H is bounded and a Lipschitzian continuous function, such that :∫

|t|b2H(t)dt <∞ and
∫
H2(t)dt <∞ (13)

The function ϕ is such that :
∃C > 0, ∃η0 > 0, ∀η < η0, ϕ

′(η) < C

and if K(1) = 0, the function ϕ(.) has to ful�ll the additional condition :

∃C > 0, ∃η0 > 0, ∀0 < η < η0,

∫ η

0
ϕ(u) du > C η ϕ(η)

(14)

For n large enough, the Kolmogorov's ϵ-entropy of SX denoted by ψSX
(cf. for instance,

Kolmogorov and Tikhomiros (1959) and Theodoros and Yannis (1997)) satis�es, for some
γ ∈ (0, 1) :

∞∑
n=1

n(3γ+1)/2 exp

{
(1− β)ψSX

(
log n

n

)}
<∞ for some β > 1 (15)

and for all (a, b) ∈ Hn we have :

lim
n→+∞

nγb = ∞ and ϕ(a) ≥ Cn−δ for some δ ∈ (0, 2− 2γ) (16)

2.3.2 Some interpretations and examples on our hypotheses

It is worth observing that these conditions are not very restrictive. The hypotheses (10)-(14)
are very standard in the functional nonparametric setting. More precisely :

� The hypothesis (10) is a simple uniformization of the concentration property of the
probability measure on the small balls. This assumption is satis�ed for a large family
of random functional variables. Indeed, in many examples, the small ball probability
function IP (X ∈ B(x, h)) can be written approximatively as the product of two inde-
pendent functions g(x) and ϕ(h), as in the following examples, which can be found in
Ferraty et al. (2007) :
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(i) IP (X ∈ B(x, h)) = g(x)hγ for some γ > 0

(ii) IP (X ∈ B(x, h)) = g(x)hγ exp

(
− C

hp

)
for some γ > 0 and p > 0

(iii) IP (X ∈ B(x, h)) =
g(x)

| log(h)|
Thus, condition (10) is automatically veri�ed if the function g satis�es :

0 < C < inf
x∈SX

g(x) ≤ sup
x∈SX

g(x) < C ′ <∞.

Moreover, the function g can be speci�ed for several well known continuous-time pro-
cesses, by using the Onsager-Machlup function (cf. Ferraty et al., 2010). For instance,
it is shown in Corollary 4.7.8 in Bogachev (1999, page 186), that the expression of
the Onsager-Machlup function of the couple (x, z), for the Gaussian measures on a
semi-normed space (F , ∥ · ∥), is given by :

F (x, z) = log

(
lim
h→0

IP (X ∈ B(x, h))

IP (X ∈ B(z, h))

)
=

1

2
∥π(z)∥2H − 1

2
∥π(x)∥2H

where ∥ · ∥H is the Hilbert norm on the Cameron-Martin space of F associated to
a Gaussian measure, denoted by H, and π(·) is the orthogonal projection onto the
orthogonal complement of the set {a ∈ H, such that ∥a∥ = 0}. So, in this case g(x) =
exp(−1

2∥π(x)∥
2
H), therefore, condition (10) is veri�ed for subsets such as :

SX = {x ∈ F , such that ∥π(x)∥H ≤ r}.

� The assumption (14) summarized in the boundless of the derivative of ϕ around zero, is
not very restrictive. Indeed, by some simple analytic arguments we can show that this
condition is ful�lled for all the usual cases such as the exponential-type processes, the
fractal-type processes, and also in the �nite dimensional case. On the other hand, for a
more �exibility in the choice of the kernel, we add an additional condition, speci�cally
on the continuity of the kernel at 1. This additional condition acting on the behavior
of ϕ around zero was introduced by Ferraty and Vieu (2006). It is obviously satis�ed
for fractal-type processes and it is always possible, if F is a separable Hilbert space, to
choose a semi-metric d for which this condition is ful�lled (cf. Lemma 13.6, in Ferraty
and Vieu (2006), page 213)

� Assumption (15) is veri�ed for a large class of functional spaces. We quote the following
examples (cf. Ferraty et al., 2010) :

1. The unit ball of the Cameron-Martin space associated to a Gaussian process
viewed as a map in C(0, 1) with the spectral measure µ satisfying :∫

exp(δ|λ|)µ(dλ) <∞, for δ > 0

for which :

ψSX

(
log n

n

)
= O((log n))2)
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2. The unit ball of the Cameron-Martin space associated to the standard stationary
Ornstein-Uhlenbeck process viewed as a map in the Sobolev space W 1

2 (0, 1) with
the covariance operator :

C(s, t) = exp (−a|s− t|) , for a > 0

For this subset, we have :

ψSX

(
log n

n

)
= O(log n)

3. The closed ball B(0, r) in the Sobolev space de�ned by the class of functions x(t)
on T = [0, 2p), such that :

1

2π

∫ 2π

0
x2(t)dt+

1

2π

∫ 2π

0
x(m)2(t)dt ≤ r

where x(m)(·) denotes the mth derivative of x. In this case :

ψSX

(
log n

n

)
= O(n1/m)

4. The compact subsets in the �nite dimensional spaces, or in the projection semi-
metric in Hilbert spaces where :

ψSX

(
log n

n

)
= O(log n)

� Notice that, the inequality (H5b�) in Ferraty et al. (2010) is not necessary here because
such assumption is used to precise the convergence rate of the uniform consistency
which is not necessary. In other words, the uniform consistency of the kernel estimator
of the conditional density (without any precision on the convergence rate) is su�cient
to show our results.

� Conditions (9) and (16) are equivalent to those used by Rachdi and Vieu (2007) and
Benhenni et al. (2007) for the global and local cross-validation procedures in the
operatorial regression estimation. In fact, these hypotheses are the functional versions
of those used by Härdle and Marron (1985) and Youndjé (1996) in the usual real case.
The condition (9) on the weight function is similar to that in Vieu (1991), and allows
to give more importance to observations around the curve x.

2.3.3 Two theorems on global and local criteria

Theorem 2.3.1. Under hypotheses (10)-(16), if the set Hn of bandwidths (a, b) is �nite
with :

#(Hn) = O(nα) for some α > 0, where # denotes the cardinality (17)
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then, we have for k = 1, 2, 3, that :

dk(f̂(a1,b1), f)

dk(f̂(a0,b0), f)
→ 1 almost surely (a.s.), as n→ +∞ (18)

where

(a0, b0) = (a0K,n , b0H,n) = arg inf
(a,b)∈Hn

dk(f̂(a,b), f)

and (a1, b1) = (a1K,n , b1H,n) = arg inf
(a,b)∈Hn

GCV (a, b)

On the local framework, we suppose that (15) is veri�ed for SX = B(x,w) and we deduce
the same optimality results, for the local criterion.

Theorem 2.3.2. Under hypotheses (9)-(16), if the set Hn(x, y) of bandwidths (a, b) is �nite
with :

#(Hn(x, y)) = O(nα(x,y)) for some α(x, y) > 0, (19)

then, we have for k = 1, 2, 3, that :

dk(f̂(a1,b1), f)

dk(f̂(a0,b0), f)
→ 1, a.s., as n→ +∞ (20)

where

(a0, b0) = (a0K,n , b0H,n) = arg inf
(a,b)∈Hn(x,y)

dk(f̂(a,b), f)

and (a1, b1) = (a1K,n , b1H,n) = arg inf
(a,b)∈Hn(x,y)

LCVx,y(a, b)

2.4 Discussion and applications

2.4.1 On the applicability of the method

It is well know that, the estimation of the conditional probability density is an important
tool permitting the analysis of the input-output relation in nonparametric statistics. Such
nonparametric model provides a broader range of relevant information on the covariation
between two random variables. Moreover, if a conditional density estimator is available, it is
easy to make the prediction via the conditional mode estimator, to derive prediction intervals
or to determine the probabilities of extreme values. So, the optimality of all these statistical
studies is closely linked to the construction of the optimal estimator of the conditional
density. In order to emphasize the practical aspects of our study, we discuss in the rest of
this section the applicability of our bandwidth selection approach on some nonparametric
models, frequently used in practice, for which this question of the bandwidth selection is
inherent to derive their best properties.
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The conditional mode estimation : often, the prediction of the values of the response variable
knowing an explained one is obtained by estimating the conditional expectation. However,
the latter may not be su�ciently informative, when the conditional distribution possesses
multi-modality or a highly skewed pro�le with heteroscedastic noise. In such cases, it would
be more informative to estimator the conditional distribution itself. A pertinent predictor can
be obtained by estimating the conditional mode or the conditional median. In this section,
we focus on the problem of the bandwidth selection in the conditional mode estimation by
the kernel method. Firstly, we recall that a natural kernel estimator θ̂ of the conditional
mode θ is derived from the conditional density estimator as follows :

θ̂(a, b, x) = arg sup
y∈R

f̂(a,b)(x, y). (21)

where f̂(a,b)(x, y) is given in (2). Clearly, the behaviour of the conditional mode estimator
depends on the choice of the two smoothing parameters a and b. In this prediction context,
a naive L2-criterion is given by :

(aopt, bopt) = argmin
a,b

{
1

n

n∑
i=1

(Yi − θ̂−i(a, b,Xi))
2

}

where

θ̂−i(a, b,Xi) = arg sup
y∈R

f̂−i
(a,b)(Xi, y)

with f−i
(a,b)(Xi, y) is the leave-one-out-curve estimator de�ned by (8). This selection method

has been used by De Gooijer and Gannoun (2000) in the multivariate case and by Ferraty
and Vieu (2006) in the functional setting. Although this selection method is very adequate
in several practical situations but, to the best of our knowledge, their asymptotic optimality
has not been addressed so far. Moreover, this selection procedure has serious problems if
the estimator θ̂ is not unique. A reasonable way to overcome this problem is to use our
bandwidth selection procedure by computing the conditional mode estimator as follows :

θ̂(a, b, x) = arg sup
y∈R

f̂(a1,b1)(x, y).

where (a1, b1) are de�ned in Theorem 2.3.1. Similarly to the previous criterium, the present
procedure shows a great compatibility in practice (cf. Section 4.3), but their asymptotic
optimality remains an open question. Furthermore, the choice of the smoothing parameter
in the conditional mode estimation is one of the natural prospects of the present work.

The maximum conditional density predictive region : in many particular situations predic-
tions's user can also be interested in the construction of a predictive interval (or region)
since the latter is often more informative than a pointwise prediction. Notice that, there are
several ways to determine these regions (cf. for instance De Gooijer and Gannoun, 2000). In
this paragraph we focus on the maximum conditional density predictive region (MCDR) or
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highest conditional density region (HCDR) introduced by Hyndman (1995). This region is
de�ned, for any given α ∈ (0, 1, by :

Rα = {y : |y| <∞, f(x, y) ≥ lα(x)}

where

lα(x) = max

{
l > 0 :

∫
f(x,y)≥l

f(x, y)dy ≥ α

}
.

Recall that, the MCDR is of the smallest Lebesgue measure among all the predictive regions
with the some coverage probability α (cf. De Gooijer and Gannoun, 2000). In the unconditio-
nal case, the estimation of the maximum density predictive region has been widely studied
(cf. Samworth and Wand (2010) and the references therein). In our functional conditional
context, we use the kernel estimator f̂(a,b) of the conditional density f to give a plug-in esti-
mator of Rα. However, as for all estimations by the kernel method, the performance of this
estimation depends heavily on the choice of the bandwidth parameters (a, b). As that has
been mentioned before, many data-driven bandwidth selection have been proposed in the
multivariate case. For instance, Gooijer and Gannoun (2000) compare four selection methods
based on the classical leave-out-one cross-validation procedure associated to the cumulative
conditional distribution, the conditional mode, the conditional mean and the conditional
median. At this stage, it seems more reasonable to use a cross-validation criterion of the
conditional density instead to that of the predictors (the conditional mode, the conditional
mean or the conditional median). In other words, the best approximation of the MCDR can
be obtained by computing :

R̂α =
{
y : |y| <∞, f̂(a1,b1)(x, y) ≥ l̂α(x)

}
where

l̂α(x) = max

{
l > 0 :

∫ ∞

−∞
11{f̂(a1,b1)(x,y)≥l}f̂(a1,b1)(x, y)dy ≥ α

}
.

Similarly to the conditional mode estimation, the asymptotic optimality of this selection
procedure is also an important prospect of this work. Finally, let us note that, in the real
unconditional framework Samworth and Wand (2010) show the asymptotic optimality of
some selection method based on the minimization of the probability of the symmetric dif-
ference between Rα and its estimator R̂α. The adaptation of these ideas in the functional
conditional case is an other important prospect of this work.

The conditional expected shortfall estimation : the expected shortfall (ES) is recently consi-
dered as one of the most common risk measures in Finance. This model was introduced by
Acerbi (2002) for a given level α in (0, 1) by :

ESα = α−1

∫ +∞

VARα

tfY (t)dt

where VARα = F−1
Y (α) with fY (respectively, FY ) denotes the density (respectively, the

cumulative distribution) of the random variable Y representing returns on a given portfolio,
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stock, bond or market index. In many situations, we have to analyze the �nancial risk
conditionally to an exogenous variable which is continuously observed. To do that, we use
the conditional expected shortfall for which the expectation is taken with respect to the
conditional distribution of Y given this exogenous variableX and the VARα is the conditional
quantiles of order α of Y given X. Accurate estimation of this conditional model depends
crucially on the estimation method of the conditional density. Thus, if the kernel method is
used to estimator the conditional density function, the best approximation of the conditional
expected shortfall (CES) is then given by :

ĈESα = α−1

∫ +∞

V̂ARα(x)
ŷf(a1,b1)(x, y)dy

where V̂ARα(x) is the αth conditional quantile estimator. Similarly to the previous case,
the asymptotic optimality of this approximation is also another important prospect of this
work.

2.4.2 On the �nite-sample performance of the method

The main purpose of this Section is to show how we can implement easily and rapidly
our approach on �nite samples. Our �rst aim is to evaluate the performance of the global
smoothing selection method and the second one is to compare its behavior to the local one.
For these aims, we consider the following functional nonparametric model :

Yi = r(Xi) + εi, for i = 1, . . . , n (22)

where the εi's are generated independently according to a N (0, 1) distribution. The sampled
functional explanatory variables Xi for i = 1, . . . , n, which is assumed to be independent of
εi for i = 1, . . . , n, is generated according to the following expressions :

Xi(t) = ai sin(4(bi − t)) + bi + ηi,t , ∀t ∈ [0, 1] and i = 1, 2, . . . , n

where bi (respectively, ηi,t) is N (0, 3), (respectively, N (0, 0.5)), while the n random variables
ai's are generated according to a N (4, 3). All the curves Xi's are discretized on the same
grid generated from 100 equispaced measurements in (0, 1) (cf. Figure 6.1).
On the other hand, the scalar response Yi, de�ned by (22), is computed by considering the
following operator :

r(x) =

∫ 1

0

dt

1 + |x(t)|
Recall that, with this model de�nition, the conditional density of Y given X = x can be
explicitly de�ned by :

f(x, y) =
1√
2π

exp(−1

2
(y − r(x))2)

In order to check the e�ciency of this global selection method over �nite samples, we compare
the averaged squared error (d2) of the global cross-validation bandwidth (aGCV , bGCV ) to
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Figure 2.1 � A sample of 200 irregular curves

that given by the bandwidth (aGd2 , bGd2) which minimizes the global averaged squared
error. Noting that the use of d2 as a criterion of accuracy, is motivated by the fact that the
averaged squared error is easier to deal with from a computational point of view and it is
asymptotically equivalent to d1 and d3 (cf. Proof of Lemma 2.5.3).
For practical purposes, we select the parameters (aGCV , bGCV ) and (aGd2 , bGd2) over a �nite
set Hn de�ned by (aq, bq) where aq (respectively, bq) is the quantile of order q of the vector
of all distances between the curves (respectively, between the response variable). Concerning
the weight functions, W1 and W2, we recall that these functions are introduced to reduce
the boundary e�ects through their supports, but the role of their expressions are not very
determinant in practice as pointed out by Härdle and Marron (1985). In our simulation
study, we take

W1(t) =


1 if min

i=1,...n
d(t,Xi) < a

0 otherwise

W2(z) =


1 if z ∈ [min{Yi, i = 1, . . . , n} × 0.9,max{Yi, i = 1, . . . , n} × 1.1]

0 otherwise

The kernel K (respectively, H) is chosen to be quadratic on (0, 1) (respectively, on (−1, 1)
). Another important point permitting to ensure a good behavior of the method, is the
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n 50 100 150 200 250

d2(f̂(aGCV ,bGCV ), f) 0.1183 0.0850 0.0774 0.0395 0.0262

d2(f̂(aGd2 ,bGd2 ), f) 0.0593 0.04284 0.0392 0.03333 0.02361

d2(f̂(aGd2 ,bGd2 ), f)

d2(f̂(aGCV ,bGCV ), f)
1.9949 1.9859 1.9744 1.1851 1.1096

Table 2.1 � Averaged squared errors according to various values of n.

use of a semi-metric that is well adapted to the kind of data that we have to deal with.
Here, we use a semi-metric based on the q �rst eigenfunctions of the empirical covariance
operator associated with the q greatest eigenvalues (cf. Ferraty and Vieu (2006) for more
discussions). This choice is motivated by the shape of the curves X (cf. Figure 6.1). Similarly
to Benhenni et al. (2007), we take q = 3. The results of the four selected sample sizes,
n ∈ {50, 100, 200, 250}, are gathered in Table 2.1.
Then, it can be seen that Table 2.1 shows the good behavior of our functional procedure,
in this sense that, the d2 errors computed by using the smoothing parameters given by our
bandwidth selectors is very close to the minimum of the true/real errors. This fact is illus-
trated in the last row by the ratio d2(f̂(aGCV ,bGCV ), f)/d2(f̂(aGd2 ,bGd2 ), f), where we observe
that our results admit su�ciently good performances even though for a small sample size
n = 50. It should be noted that, our automatic selection method computes faster the results
also for large sample sizes n ∈ {100, 200, 250}.

Now, we compare this global procedure to the local one. For this purpose, we consider a
sample of 150 observations of the couple (X,Y ), randomly splited into two subsets (100 ob-
servations as the learning sample and 50 ones are used as the test sample) and we construct
the kernel estimator of the conditional density for each curve in the test sample on the 100
equispaced point yj for j = 1, . . . 100 in the interval
[min{Yi, i = 1, . . . , n} × 0.9,max{Yi, i = 1, . . . , n} × 1.1] by using the both smoothing pa-
rameters selectors (local and global). The local bandwidths (aLCV , bLCV ) is selected over
Hn(x, y) the set of (a(x), b(y)) such that, for a(x) (respectively, for b(x)) the ball centered at
x (respectively, the interval centered at y) with radius a(x) (respectively, with radius b(y))
contains exactly k neighbors of x ( respectively, of y). Further, we use the following local
weight functions :

W1,x(t) =


1 if d(t, x) < a(x)

0 otherwise

and W2,y(z) =


1 if |z − y| < b(y)

0 otherwise

We choose the global bandwidths over the same set Hn de�ned above and we use the same
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Figure 2.2 � Comparison of RSS errors

functions W1 and W2. Moreover, we consider the same semi-metric and the same kernels K
and H as in the �rst illustration. Then, we examine the accuracy of our conditional density
estimates as a collection of slices by using the generalized sum of squared residuals (RSS)
de�ned by :

RSS(local) =
1

500

50∑
i=1

100∑
j=1

[
f(xi, yj)− f̂(aLCV ,bLCV )(xi, yj)

]2
and

RSS(global) =
1

500

50∑
i=1

100∑
j=1

[
f(xi, yj)− f̂(aGCV ,bGCV )(xi, yj)

]2
We have carried out several tests (exactly 25 tests) by changing observations between the
learning and the test samples. In Figure 2 we plot the box-plot of the given RSS errors in
both cases. It appears clearly that, the local bandwidth choice outperforms better than the
global selection method.
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2.4.3 A real data application

In this Section, we test the e�ciency of our procedure in the conditional mode estima-
tion as discussed in Section 4.1. More precisely, we compare our local bandwidth selection
procedure to the local one used by Ferraty and Vieu (2006). For this purpose, we consider
the prevision problem when we are interested by the logarithm of the total precipitations
given the monthly maximum temperatures via the conditional mode estimation using the
both selection methods.

Notice that, the data used for this study, come from the US National Climatic data center
and are available on the Web 4, and are collected in 98 climatic stations in USA from 2004
until 2010. According to the notations of the previous section, the functional predictor Xi

is the monthly maximum temperatures in the ith climatic station from 2004 until 2010 (in
tenths of degrees F) and Yi is the logarithm of the total precipitations (in hundredths of
inches) in the same station and the same period. The functional predictorsXi for i = 1, . . . 98
are plotted in Figure 6.3.
The practical utilization of our selection method in the conditional mode estimation has
been discussed in the previous section. For this study, we keep the same arguments used
in the previous section. In other words, we keep the same weight functions W1,x, W2,y,
the same subsets Hn(x, y), the same kernels K and H and according to the shape of our
curves, we use the semi-metric based on the functional principal components analysis (cf.
also Besse et al., 1997) with q = 8. We split our data into two subsets. The �rst sample, of
size n = 80 corresponds to the learning sample which will be used , as a sample, to compute
our conditional mode estimators at the 18 remaining curves (considered as the test sample).
Then, the conditional density estimation based on the LCV, LCDE method say, may be
presented as follows :

∀ curve xi in the test sample, θ̂(aLCV , bLCV , xi) = arg sup
y∈R

f̂(aLCV ,bLCV )(xi, y)

While for the Ferraty and Vieu's method (F-V-Method, say) we use the R-routine named
funopare.mode.lcv 5. Recall that, the parameters (a, b) in this R-routine are locally chosen
over the same type of set Hn(x, y) as follows :

∀ curve xi in the test sample, θ̂(aFV , bFV , xi) = arg sup
y∈R

f̂
(aFV ∗

i ,bFV ∗
i )
(x∗i , y).

where x∗i = arg min
xj∈ learning sample

d(xi, xj) and

(aFV ∗
i , bFV ∗

i ) = arg min
(a,b)∈Hn(x∗

i ,y)
|Y ∗

i − θ̂(a, b, x∗i ).

4. in the fttp address : �ftp ://ftp.ncdc.noaa.gov/pub/data/ushcn/v2/monthly�
5. available at the website www.lsp.ups-tlse.fr/staph/npfda
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Figure 2.3 � Monthly maximum temperatures in 98 climatic stations in USA
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Figure 2.4 � Comparison of the prediction results between the F-V-Method and the LCDE-Method

The performance of the both selection rules, in terms of prediction, is evaluated by computing
the mean squared prediction errors (MSE), de�ned by the following quantities :

MSE(LCDE) =

∑
i∈I1

(
Yi − θ̂(aLCV , bLCV , Xi)

)2
18

and

MSE(FV) =

∑
i∈I1

(
Yi − θ̂(aFV , bFV , Xi)

)2
18

with I1 is the indexes set's of the sample test.

Clearly, the comparison of both scatterplots (cf. Figure 6.4) indicates that the LCDEMethod
gives better results than those given by the F-V-Method. This is con�rmed by relative mean
squared prediction errors MSE(LCDE)= 0.35 and MSE(FV)= 0.47. It is worth noting that
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the superiority of our local procedure to the local one used in Ferraty and Vieu (2006)
can be justi�ed by the fact that, for each curve xi in the sample test, our local procedure
minimizes over all k- nearest neighbors smoothing parameter, while in Ferraty and Vieu
(2006) consider, only, the k-nearest neighbors of the nearest curve of x∗i in the learning
sample.

2.5 Proofs

Recall that, C denotes a generic constant. As speci�ed above, the technical parts which
are similar to the �nite dimensional or regression operator estimation for functional data
techniques are omitted. Thus, we encourage readers who are interested in these proofs to
keep at hand the standard �nite dimensional literature (that is, the paper by Härdle and
Marron, 1985) or those relative to the in�nite dimensional framework (that is, the papers
by Rachdi and Vieu (2007), and Benhenni et al. (2007)).

Proof of theorem 2.3.1. We consider the following decomposition, for all (x, y) ∈ SX × SY ,
and for all (a, b) ∈ Hn :(

f̂(a,b)(x, y)− f(x, y)
)2

=
(
f̂N (x, y)− f(x, y)f̂D(x)

)2
+2
(
1− f̂D(x)

)
f̂D(x)

(
f̂(a,b)(x, y)− f(x, y)

)2
+
(
1− f̂D(x)

)2 (
f̂(a,b)(x, y)− f(x, y)

)2
where

f̂D(x) =
1

nIE [K(a−1d(x,X))]

n∑
i=1

K(a−1d(x,Xi)) (23)

and

f̂N (x, y) =
1

nbIE [K(a−1d(x,X))]

n∑
i=1

K(a−1d(x,Xi))H(b−1(y − Yi))

= f̂D(x)f̂(a,b)(x, y) (24)

It follows from the uniform consistency 6 of f̂D(x) to IE
[
f̂D(x)

]
= 1 (cf. Ferraty et al., 2010),

that :

∀k = 1, 2, 3 dk(f̂(a,b)(x, y), f(x, y)) = dk(f̂N (x, y), f(x, y)f̂D(x))+oa.s.(dk(f̂(a,b)(x, y), f(x, y)))

6. In Ferraty et al. (2010), the main aim is to state the rate of the uniform almost-complete convergence
of the functional component. Such result can be easily extended here (without precision of the convergence
rate) to supa∈Hn

by using the second part of assumption (15)
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It su�ces, then, to show the claimed result for d∗k de�ned by :

d∗k(f̂(a,b), f) = dk(f̂N (x, y), f(x, y)f̂D(x)) for all k = 1, 2, 3.

Notice that by following the same steps as those used for proving Lemmas 5, 6 and 7 in
Rachdi and Vieu (2007), and by noting :

K∗(x,Xi) =
1

bIE [K(a−1d(x,X))]

(
K(a−1d(x,Xi))H(b−1(y−Yi)−bf(x, y)K(a−1d(x,Xi))

)
we obtain that :

sup
h∈Hn


∣∣∣d∗k(f̂(a,b), f)− d∗l (f̂(a,b), f)

∣∣∣
d∗3(f̂(a,b), f)

→ 0, a.s., for all k ̸= l

On the other hand, we introduce the error measure d5 de�ned by :

d5(f̂(a,b), f) =
1

n

n∑
i=1

(
f̂−i
(a,b)(Xi, Yi)− f(Xi, Yi)

)2 W1(Xi)W2(Yi)

f(Xi, Yi)

where

f̂−i
(a,b)(Xi, Yi) =

f̂−i
N (Xi, Yi)

f̂−i
D (Xi)

with

f̂−i
N (x, y) =

1

nbIE [K(a−1d(x,X))]

n∑
j ̸=i

K(a−1d(x,Xj))H(b−1(y − Yj)

and

f̂−i
D (x) =

1

nIE [K(a−1d(x,X))]

n∑
j ̸=i

K
(
a−1d(x,Xj)

)
Remark that :

GCV (a, b)− d5(f̂(a,b), f) = CT (a, b) + T

where

CT (a, b) =
1

n

n∑
i=1

W1(Xi)

∫
f̂−i2

(a,b)(Xi, y)W2(y) dy −
1

n

n∑
i=1

f̂−i2

(a,b)(Xi, Yi)
W1(Xi)W2(Yi)

f(Xi, Yi)

and

T =
1

n

n∑
i=1

f(Xi, Yi)W1(Xi)W2(Yi)
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Thus, the proof of this theorem is complete if we can prove that d5 is asymptotically equi-
valent to d3 and that :

sup
h∈Hn

∣∣∣∣∣ CT (a, b)

d3(f̂(a,b), f)

∣∣∣∣∣→ 0, a.s., as n→ +∞

That is why the demonstration of Theorem 2.3.1 is achieved by the following Lemmas 2.5.1,
2.5.2 and 2.5.3, for which the proofs are given in the Appendix (cf. Section 6).

Lemma 2.5.1. Under hypotheses (10), (11), (12) and (14), we have that :

d3(f̂(a,b), f) ≥ C
1

nbϕ(a)

Lemma 2.5.2. Under hypotheses (10), (11), (12), (14) and (17), we obtain that :

sup
(a,b)∈Hn

|nbϕ(a)CT (a, b)| → 0, a.s., as n→ +∞

Lemma 2.5.3. Under hypotheses (10), (11), (12), (14) and (17), we have that :

sup
(a,b)∈Hn

∣∣∣∣∣d5(f̂(a,b), f)− d∗3(f̂(a,b), f)

d∗3(f̂(a,b), f)

∣∣∣∣∣→ 0, a.s., as n→ +∞

Proof of Theorem 2.3.2. The main ideas of the proof are essentially contained in Rachdi and
Vieu (2007) and, il the same way, the proof of Theorem 2.3.1 above, but the computations
here are more complicated since we have the additional problems of dealing with non constant
weight functions and functional data. The reader should have the above mentioned papers
at hand in order to get all the details of this proof. To make things easier, from hypothesis
(9), the weight function is bounded and has a compact support with nonempty interior (the
closure of B(x,w)). Thus, hypothesis (5) in Rachdi and Vieu (2007) is satis�ed and the proof
of this theorem is shown using the same steps as in Theorem 2.3.1's proof. It is therefore
omitted here. We just mention that the �rst step of the proof consists in showing the result
over a �nite subset of Hn, and in the second step, the result is extended to the continuous
set of bandwidths Hn by using the Hölder continuity property of the functions K and f (cf.
Vieu (1991) and Youndjé et al. (1993)).

2.6 Appendix : Proofs of technical lemmas

In what follows, we will denote, for all i = 1, . . . , n, by :

Ki(x) = K(a−1d(x,Xi)) and Hi(y) = H(b−1(y − Yi))

Proof of Lemma 2.5.1. It is clear that :

d3(f̂(a,b), f) ≥
∫ ∫

Var
[
f̂(a,b)(x, y)

]
W1(x)W2(y) dPX(x) dy
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Therefore, it is su�cient to evaluate the variance term Var
[
f̂(a,b)(x, y)

]
. To do that, by

using a similar computational techniques as in Laksaci (2007) and by taking into account

the fact that IE
[
f̂D(x)

]
= 1, we get that :

Var
[
f̂(a,b)(x, y)

]
= Var

[
f̂N (x, y)

]
− 2IE(f̂N (x, y))Cov(f̂N (x, y), f̂D(x))

+

(
IE(f̂N (x, y))

)2

Var(f̂D(x)) + o

(
1

nbϕ(a)

)
(25)

According to the de�nitions (24) and (23) of the estimators f̂N and f̂D, we obtain that :

Var
(
f̂N (x, y)

)
=

1

n(bIE [K(a−1d(x,X))])2
Var (K1(x)H1(y))

Cov(f̂N (x, y), f̂D(x)) =
1

nb(IE [K(a−1d(x,X))])2
Cov(K1(x)H1(y),K1(x))

and

Var
(
f̂D(x)

)
=

1

n(IE [K(a−1d(x,X))])2
Var (K1(x))

Moreover, under (12) and after some simple calculations, we can show, for all i, j = 1, 2,
that :

IE
[
Ki

1(x)H
j
1(y)

]
= bIE

[
Ki

1(x)f(X1, y)
] ∫

Hj(t)dt+ o(bIE[K1(x)]) (26)

and
0 < Cϕ(a) ≤ IE

[
Ki

1(x)
]
≤ C ′ϕ(a) (27)

By comparing asymptotically the three quantities in (25), we can see that the �rst term is
leading. Hence, from (26) and (27) we obtain that :

Var
[
f̂(a,b)(x, y)

]
=

1

nb(IE [K(a−1d(x,X))])2
IE
[
K2

1 (x)f(X1, y)
] ∫

H2(t)dt+ o

(
1

nbϕ(a)

)
Furthermore, by using the fact that the conditional density does not vanish on a neighbor
of SX × SY , we obtain that :

d3(f̂(a,b), f) ≥ C
1

nbϕ(a)

which completes the proof of this lemma.

Proof of Lemma 2.5.2. From the de�nition of CT (a, b), we have for all (a, b) ∈ Hn :

|CT (a, b)| =

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

∫
f̂−i2

(a,b)(Xi, y)W2(y)W1(Xi)dy −
2

n

n∑
i=1

f̂−i2

(a,b)(Xi, Yi)
W1(Xi)W2(Yi)

f(Xi, Yi)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

1

nf̂−i2

D (x)

[∫
f̂−i2

N (Xi, y)W2(y)W1(Xi)dy − 2f̂−i2

N (Xi, Yi)
W1(Xi)W2(Yi)

f(Xi, Yi)

]∣∣∣∣∣
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This combined with the uniform consistency of f̂−i
D (x) to 1 (cf. Ferraty et al., 2008), is

enough to prove that, as n→ +∞ :

sup
(a,b)∈Hn

bϕ(a)

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

[∫
f̂−i2

N (Xi, y)W2(y)W1(Xi)dy − 2f̂−i2

N (Xi, Yi)
W1(Xi)W2(Yi)

f(Xi, Yi)

]∣∣∣∣∣→ 0, a.s.

To do this, one can use similar arguments as in the real case (cf. Youndjé, 1996). Indeed, let
for all 1 ≤ i, j, k ≤ n :

aij = K2
j (Xi)W1(Xi)

bij =

∫
H2

j (y)W2(y)dy −H2
j (Yi)

W2(Yi)

f(Xi, Yi)

Uij = aijbij

cijk = Kj(Xi)Kk(Xi)W1(Xi)

dijk =

∫
Hj(y)Hk(y)W2(y)dy −Hj(Yi)Hk(Yi)

W2(Yi)

f(Xi, Yi)

Vijk = cijkdijk

Now, we have to examine the following limits :

sup
(a,b)∈Hn

∣∣∣∣∣∣ bϕ(a)

(n− 1)2

∑
i̸=j

Uij

∣∣∣∣∣∣→ 0, a.s.

and

sup
(a,b)∈Hn

∣∣∣∣∣∣ bϕ(a)

(n− 1)2

∑
i̸=j ̸=k ̸=i

Vijk

∣∣∣∣∣∣→ 0, a.s.

The proof of the above two limits follows by adopting the same steps as in the proof of Lemma
3 in Rachdi and Vieu (2007). Notice that, by the Borel-Cantelli Lemma, it is enough to show
that there is a ξ, ξ′ > 0 such that for all p ∈ IN∗ there are constants C,C ′ so that :

IE

n−2bϕ(a)
∑
i̸=j

Uij

2p

≤ Cn−ξp (28)

and

IE

n−2bϕ(a)
∑

i ̸=j ̸=k ̸=i

Vijk)

2p

≤ C ′n−ξ′p (29)

To prove (28) we have that :

IE

n−2bϕ(a)
∑
i̸=j

Uij

2p

= (n−2bϕ(a))2p
∑
i1 ̸=j1

· · ·
∑

i2p ̸=j2p

IE
(
Ui1j1 · · ·Ui2pj2p

)
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To compute these quantities, we have to show that :

IE
(
Ui1j1 · · ·Ui2pj2p

)
= 0, if m > 2p (30)

where m denotes the cardinality of the set {i1, j1, . . . , i2p, j2p}.
On the other hand, observe that, for all i, j :

IE[bij |X1, · · · , Xn] =

∫ ∫
b−2H2(b−1(y − z))f(Xj , z)W2(y)dydz

−
∫ ∫

b−2H2(b−1(y − z))
f(Xi, y)f(Xj , z)

f(Xi, y)
W2(y)dydz

= 0

and thus, we may write :

IE[Uij |X1, . . . , Xn] = aijIE[bij |X1, . . . , Xn] = 0

and
IE[Uij |Xi] = IE[IE[Uij |X1, . . . , Xn]|Xi] = 0

So, if m > 2p there exists an a ∈ {1, . . . , 2p} such that ia (or ja) appears only once in
{i1, j1, . . . , i2p, j2p}, therefore, it su�ces to compute the expectation by conditioning with
respect to Xia (or Xja) to show (30).
On the other hand, for 2 ≤ m ≤ 2p, we deduce from (10) and (12) that :

|IE
(
Ui1j1 · · ·Ui2pj2p

)
| ≤ C

b4pϕ(a)4p
IE

 m∏
i,j=1

Kτij (a−1d(Xi, Xj))
m∏
i=1

W βi
1 (Xi)


where, βi = 0, 1, and

∑
ij τij = 2p and for all i = 1, . . . ,m, there is an j such that τij ̸= 0,

and βi = 1 or βj = 1.
Similar arguments as those invoked for proving Lemma 9 in Rachdi and Vieu (2007) can be
used, which allow us to obtain that :

for all m = 2, . . . , 2p, |IE
(
Ui1j1 · · ·Ui2pj2p

)
| ≤ C

b4p(ϕ(a))4p
ϕ

m
2 (a)

Therefore, by (14), we have :

IE

n−2bϕ(a)
∑
i̸=j

Uij

2p

≤ C

2p∑
m=2

nm−4pb−2p(ϕ(a))
m
2
−2p

= C
1

(nbϕ(a))2p
(ϕ(a))p

2p∑
m=2

(
n
√

(ϕ(a)
)m−2p

≤ C
1

(nbϕ(a))2p
(ϕ(a))p

≤ C
1

(n1−γ)2p(ϕ(a))p
. (31)
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It su�ces now to combine (31) together with the assumption (16), to get (28).
Concerning (29), we use analogous arguments as for showing (28). By denoting m′ the
cardinality of the set {i1, j1, k1, . . . , i2p, j2p, k2p} and because IE[dijk|X1, . . . , Xn] = 0 we
deduce that, if m′ > 3p, we have that :

IE
(
Vi1j1k1 · · ·Vi2pj2pk2p

)
= 0

Moreover, when 3 ≤ m′ ≤ 3p, a straightforward modi�cation of the proof of Lemma 5.4.2
in Youndjé (1996), gives :

IE
[
Vi1j1k1 · · ·Vi2pj2pk2p

]
≤ C

b4pϕ(a)4p
(bϕ(a))m

′/2

This leads directly to write, under (14), that :

IE

n−2bϕ(a)
∑

i̸=j ̸=k ̸=i

Vijk

2p

≤ C

3p∑
m′=3

nm
′
b−4p(bϕ(a))m

′/2(ϕ(a))−4p(n−2bϕ(a))2p

= C
1

((n(bϕ(a))(1/2))p)

3p∑
m′=3

(n(bϕ(a))1/2)m
′−3p

≤ C
1

(n(1−γ/2)pϕ(a)(p/2)

Once again, we use (16) to complete the proof of this lemma.

Proof of Lemma 2.5.3. By using the same arguments as those used at the beginning of the
proof of the Theorem 2.3.1, and by introducing :

d∗5(f̂(a,b), f) =
1

n

n∑
i=1

(
f̂−i
N (Xi, Yi)− f(Xi, Yi)f̂

−i
D (Xi)

)2 W1(Xi)W2(Yi)

f(Xi, Yi)

we can write
d5(f̂(a,b), f) = d∗5(f̂(a,b), f) + o(d5(f̂(a,b), f))

Therefore, because of the asymptotic equivalence between d3 and d∗2 the proof of this lemma
will be completed as soon as we show that :

sup
h∈Hn

∣∣∣∣∣d∗5(f̂(a,b), f)− d∗2(f̂(a,b), f)

d3(f̂(a,b), f)

∣∣∣∣∣→ 0, a.s.

To do that, we consider the following decomposition :(
f̂−i
N − ff̂−i

D

)2
=

(
f̂N − ff̂D

)2
+ 2

(
f̂−i
N − f̂N + f(f̂D − f̂−i

D )
)(

f̂N − ff̂D

)
+

(
f̂−i
N − f̂N + f(f̂D − f̂−i

D )
)2
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Furthermore, observe that, for all i = 1, . . . , n, we have that :

f̂−i
N (x, y)− f̂N (x, y) =

1

n− 1
f̂N (x, y)

− 1

(n− 1)bIE [K(a−1d(x,X))]
K

(
d(x,Xi)

a

)
H

(
y − Yi
b

)
and

f̂−i
D (x)− f̂D(x) =

1

n− 1
f̂D(x)−

1

(n− 1)IE [K(a−1d(x,X))]
K

(
d(x,Xi)

a

)
Since K is a bounded function, we deduce from the uniform consistency of f̂D and f̂N that

|f̂−i
N (x, y)− f̂N (x, y)| ≤ C

(n− 1)bIE [K(a−1d(x,X))]
≤ C

(n− 1)bϕ(a)
, a.s.

and

|f̂−i
D (x)− f̂D(x)| ≤

C

(n− 1)bIE [K(a−1d(x,X))]
≤ C

(n− 1)bϕ(a)
, a.s.

Hence, we get :∣∣∣d∗5(f̂(a,b), f)− d∗2(f̂(a,b), f)
∣∣∣ ≤ C

(n− 1)bϕ(a)
sup

(x,y)∈SX×SY

∣∣∣f̂N (x, y)− f(x, y)f̂D

∣∣∣
+

C

(n− 1)2b2(ϕ(a))2

By combining this last result with Lemma 2.5.1 we obtain the claimed result.
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Functional data : Local linear

estimation of the conditional density

and its application
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Abstract.In this paper, we introduce a new nonparametric estimation of the conditional density of

a scalar response variable given a random variable taking values in a semi-metric space. Under some

general conditions, we establish the pointwise and uniform almost complete consistencies with rates

of this estimator. Moreover, as an application, we use the obtained results to derive some asymptotic

properties for the local linear estimator of the conditional mode.

Keywords. Functional data, Local linear estimator, Conditional density, Conditional mode, Nonpa-

rametric model, Small balls probability
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3.1 Introduction

This paper deals with local polynomial modeling of the conditional density function when
the explanatory variable is of functional type. It is well known that a local polynomial smoo-
thing has various advantages over the kernel method, namely this method has superior bias
properties to the previous one (cf. [4] and [6] for an extensive discussion on the comparison
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between both these methods). Notice that these questions in in�nite dimensional spaces are
particularly interesting, at once for the fundamental problems they formulate, but also for
many applications they may allow (cf. [5, 11, 29, 30]). Moreover, the kernel method is known
for being a particular case of the local polynomial method.

Except the fact that the conditional density plays an important role in nonparametric pre-
diction, there are several tools in nonparametric statistic, such as the conditional mode, the
conditional median or the conditional quantiles, which are based on the preliminary estima-
tor of the functional �parameter� proposed in this paper. In the nonparametric functional
statistics, the �rst results about the almost-complete consistency were obtained in [10], for
conditional density/distribution functions estimation when the data are independent and
identically distributed. The strong mixing case has been studied by [16]. On the other hand,
the convergence in Lp-norm mode of the kernel estimator of the conditional mode was stated
in [8], and some asymptotics of the conditional quantile and mode estimators in [10]. While
in [12] the asymptotic expansion of the exact expression involved in the leading terms of the
quadratic error of the kernel estimators of the conditional density is established, in [9] the
uniform almost complete convergence of some nonparametric conditional models is showed.
For some more recent advances in the nonparametric statistics for functional data we refer
to [3, 5, 25] and the references therein.

In this work, we introduce a new nonparametric estimation of the conditional density for
functional data. Our estimator is based on the local linear approach. Notice that the local
linear estimator of the conditional density has been widely studied, when the explicative
variable lies in a �nite dimensional space, and there are many references on this topic (cf.
for instance [12, 19]). For a general treatment/study of local polynomial estimation, we refer
to [13, 24]. Thus, in this paper, we are concerned in proving, under some general conditions,
the almost complete convergence with rates of the constructed estimator. More precisely, in
Section 3, we show the pointwise consistency. The uniform version of this asymptotic result
is given in Section 4. The interest of the uniform consistency comes mainly from the fact
that the pointwise performance of all estimators is not su�cient to quantify its e�ciency,
but, some stability is needed, in the sense that this performance should be uniform over
a neighborhood. Notice that, in the functional statistics, the uniform convergence is not a
direct extension of the previous pointwise results, but, it requires some additional tools and
conditions. In Section 5, we will emphasize the consequence of the previous results to the
estimation of the conditional mode.

3.2 Model

Let us introduce n pairs of random variables (Xi, Yi) for i = 1, . . . , n that we assume drawn
from the pair (X,Y ) which is valued in F × R, where F is a semi-metric space equipped
with a semi-metric d.

Furthermore, we assume that there exists a regular version of the conditional probability of
Y given X, which is absolutely continuous with respect to Lebesgue measure on R and has
bounded density, denoted by fx. Local polynomial smoothing is based on the assumption
that functional parameter is smooth enough to be locally well approximated by a polynomial.
In functional statistics, there are several ways for extending the local linear ideas (cf. [1, 2, 5]).
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Here we adopt the fast functional locally modeling, that is, we estimate the conditional
density fx by â which is obtained by minimizing the following quantity :

min
(a,b)∈IR2

n∑
i=1

(
h−1
H H(h−1

H (y − Yi))− a− bβ(Xi, x)
)2
K(h−1

K δ(x,Xi)) (1)

where β(., .) is a known function from F2 into IR such that, ∀ξ ∈ F , β(ξ, ξ) = 0, with K
and H are kernels and hK = hK,n (resp. hH = hH,n) is chosen as a sequence of positive real
numbers and δ(., .) is a function of F × F such that d(., .) = |δ(., .)|. Clearly, by a simple
algebra, we get explicitly the following de�nition of f̂x :

f̂x(y) =

∑n
i,j=1Wij(x)H(h−1

H (y − Yi))

hH
∑n

i,j=1Wij(x)
(2)

where

Wij(x) = β(Xi, x) (β(Xi, x)− β(Xj , x))K(h−1
K δ(x,Xi))K(h−1

K δ(x,Xj))

with the convention 0/0 = 0.

Remark 3.2.1.

� Obviously, if b = 0 then we obtain from (1) the Nadaraya-Watson estimator studied,
in the functional case, in [9, 10, 28] and the references therein.

� The minimization of (1) may be achieved by a �wiggly� b̂ that forces f̂x to adapt
to all the data points in a neighborhood of x (see Chapter 15 in [29] for a similar
reasoning in the context of linear regression). In [6] is expressed the same idea stating
that optimizing in b is an in�nite-dimensional problem.

3.3 Pointwise almost complete convergence

In what follows x denotes a �xed point in F , Nx denotes a �xed neighborhood of x, SIR will
be a �xed compact subset of IR, and ϕx(r1, r2) = IP(r2 ≤ δ(X,x) ≤ r1).

Notice that our nonparametric model will be quite general in the sense that we will just
need the following assumptions :

(H1) For any r > 0, ϕx(r) := ϕx(−r, r) > 0

(H2) The conditional density fx is such that : there exist b1 > 0, b2 > 0, ∀(y1, y2) ∈ S2
IR

and ∀(x1, x2) ∈ Nx ×Nx

|fx1(y1)− fx2(y2)| ≤ Cx

(
db1(x1, x2) + |y1 − y2|b2

)
,

where Cx is a positive constant depending on x.
(H3) The function β(., .) is such that :

∀x′ ∈ F , C1 d(x, x
′) ≤ |β(x, x′)| ≤ C2 d(x, x

′), where C1 > 0, C2 > 0.

(H4) K is a positive, di�erentiable function with support [−1, 1].
(H5) H is a positive, bounded, Lipschitzian continuous function, such that :∫

|t|b2H(t)dt <∞ and
∫
H2(t)dt <∞.
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(H6) The bandwidth hK satis�es : there exists an integer n0, such that

∀n > n0, −
1

ϕx(hK)

∫ 1

−1
ϕx(zhK , hK)

d

dz

(
z2K(z)

)
dz > C3 > 0

and

hK

∫
B(x,hK)

β(u, x)dP (u) = o

(∫
B(x,hK)

β2(u, x) dP (u)

)
where B(x, r) = {x′ ∈ F/d(x′, x) ≤ r} denotes the closed-ball of center x and radius
r, and dP (x) is the cumulative distribution of X.

(H7) The bandwidth hH satis�es :

lim
n→∞

nγhH = ∞ for some γ > 0 and lim
n→∞

lnn

nhHϕx(hK)
= 0.

Observe that these conditions are very standard in this context. The conditions (H1), (H3)
and (H6) are the same as those used in [1]. Assumptions (H2) is a regularity condition which
characterizes the functional space of our model and is needed to evaluate the bias term in
the asymptotic results of this paper. The hypotheses (H5) and (H7) are technical conditions
and are, also, similar to those considered in [10].

The following theorem gives the almost-complete convergence 5 (a.co.) of f̂x.

Theorem 3.3.1. Under assumptions (H1), (H2), (H3), (H4), (H5), (H6) and (H7), we
have that :

sup
y∈SIR

|f̂x(y)− fx(y)| = O
(
hb1K + hb2H

)
+O

(√
lnn

nhH ϕx(hK)

)
, a.co.

Remark that, the proof of Theorem 4.2.1 is a direct consequence of the decomposition :

∀y ∈ SIR, f̂
x(y)− fx(y) =

1

f̂xD

{(
f̂xN (y)− IE[f̂xN (y)]

)
−
(
fx(y)− IE[f̂xN (y)]

)}
+

fx(y)

f̂xD

(
1− f̂xD

)
, (3)

where

f̂xN (y) =
1

n(n− 1)hHIE [W12(x)]

∑
i ̸=j

Wij(x)H(h−1
H (y − Yi)).

and

f̂xD =
1

n(n− 1)IE [W12(x)]

∑
i ̸=j

Wij(x)

and of Lemmas 5.3.1, 5.3.2 and 5.3.3 below, for which the proofs are given in the Appendix.

5. Let (zn)n∈N be a sequence of real r.v.'s ; we say that zn converges almost completely (a.co.) to zero if,
and only if, ∀ϵ > 0,

∑∞
n=1 IP (|zn| > 0) < ∞. Moreover, let (un)n∈N∗ be a sequence of positive real numbers ;

we say that zn = O(un) a.co. if, and only if, ∃ϵ > 0,
∑∞

n=1 IP (|zn| > ϵun) < ∞ : This kind of convergence
implies both almost sure convergence and convergence in probability (cf. [13] for details).
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Lemma 3.3.1. (cf. [1])
Under assumptions (H1), (H3), (H4) and (H6), we have that :

1− f̂xD = O

(√
lnn

nϕx(hK)

)
, a.co.

and

∃δ > 0, such that
∞∑
i=1

IP
(
f̂xD < δ

)
<∞.

Lemma 3.3.2. Under assumptions (H1), (H2) and (H4), we obtain :

sup
y∈SIR

∣∣∣fx(y)− IE[f̂xN (y)]
∣∣∣ = O

(
hb1K + hb2H

)
.

Lemma 3.3.3. Under assumptions of Theorem 4.2.1, we get :

sup
y∈SIR

∣∣∣f̂xN (y)− IE[f̂xN (y)]
∣∣∣ = O

(√
lnn

nhH ϕx(hK)

)
, a.co.

3.4 Uniform almost complete convergence

This Section is devoted to the uniform version of Theorem 4.2.1. More precisely, our purpose
is to establish the uniform almost complete convergence of f̂x on some subset SF of F , such
that :

SF ⊂
dn∪
k=1

B(xk, rn),

where xk ∈ F and rn (resp. dn) is a sequence of positive real numbers.

In practice, the uniform consistency has great importance because it allows us to make
prediction, even if the data are not perfectly observed. Moreover, the uniform convergence
results are indispensable tools for some nonparametric functional data problems such as for
instance data-driven bandwidth choice (cf. [4, 28]), or bootstrapping (cf. [16]). It is worth
noting that, in the multivariate case, the uniform consistency is a standard extension of
the pointwise one, however, in our functional case, some additional tools and topological
conditions are required. Thus, in addition to the conditions introduced in the previous
section, we need the following ones.

(U1) There exists a di�erentiable function ϕ(.), such that :

∀x ∈ SF , 0 < C ϕ(h) ≤ ϕx(h) ≤ C ′ ϕ(h) <∞ and ∃η0 > 0, ∀η < η0, ϕ
′(η) < C,

where C and C ′ are strictly positive constants and where ϕ′ denotes the �rst derivative
of ϕ.

(U2) The conditional density fx satis�es, for some strictly positive constant C, that :

∀(y1, y2) ∈ SIR × SIR, ∀(x1, x2) ∈ SF × SF :

|fx1(y1)− fx2(y2)| ≤ C
(
db1(x1, x2) + |y1 − y2|b2

)
.
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(U3) The function β(., .) satis�es (H3) and, for some strictly positive constant C ′, the
following Lipschitz's condition :

∀(x1, x2) ∈ SF × SF , |β(x1, x′)− β(x2, x
′)| ≤ C ′ d(x1, x2).

(U4) The kernelK satis�es (H4) and, for some strictly positive constant C, the following
Lipschitz's condition :

|K(x)−K(y)| ≤ C ||x| − |y||.

(U5) For some γ ∈ (0, 1), lim
n→+∞

nγhH = ∞, and for rn = O

(
lnn

n

)
the sequence dn

satis�es :
(lnn)2

n1−γ ϕ(hK)
< ln dn <

n1−γ ϕ(hK)

lnn
,

and
∞∑
n=1

n(3γ+1)/2d1−β
n <∞, for some β > 1.

Notice that conditions (U1) and (U2) are, respectively, the uniform versions of (H1) and
(H2). Indeed, conditions (U1) and (U5) are linked with the topological structure of the
functional variable. Therefore, as in the pointwise case, the choice of the topological struc-
ture, controlled here by means of the function δ(., .), plays a crucial role. So, a right choice
of this function improves the convergence rate of the estimator. More precisely, we will see
thereafter, that a good semi-metric is that increases the concentration of the probability
measure of the functional variable X as well as minimizes dn. It should be noticed that,
both conditions (U1) and (U2) are veri�ed for several continuous time-processes (cf. for
instance [9] for some examples).

Theorem 3.4.1. Under assumptions (U1), (U2), (U3), (U4), (U5), (H5) and (H6), we
have that :

sup
x∈SF

sup
y∈SIR

|f̂x(y)− fx(y)| = O(hb1K) +O(hb2H ) +Oa.co.

(√
ln dn

n1−γϕ(hK)

)
. (4)

It Clear that, as for Theorem 4.2.1, the Theorem 3.4.1's proof can be deduced directly
from the decomposition (1) and from the following intermediate results which correspond to
the uniform versions of Lemmas 5.3.1, 5.3.2, 5.3.3 and for which the proofs are, also, given
in the Appendix.

Lemma 3.4.1. Under assumptions (U1), (U3), (U4), (U5) and (H6), we obtain that :

sup
x∈SF

|f̂xD − 1| = Oa.co.

(√
ln dn
nϕ(hK)

)
.

Corollary 3.4.1. Under the assumptions of Lemma 3.4.1, we have that :

∞∑
n=1

IP

(
inf

x∈SF
f̂xD <

1

2

)
<∞.

Lemma 3.4.2. Under the hypotheses (U1), (U2) and (H5), we obtain that :

sup
x∈SF

sup
y∈SIR

|fx(y)− IE
[
f̂xN (y)

]
| = O(hb1K) +O(hb2H ).
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Lemma 3.4.3. Under the assumptions of Theorem 3.4.1, we obtain that :

sup
x∈SF

sup
y∈SIR

|f̂xN (y)− IE[f̂xN (y)]| = Oa.co.

(√
ln dn

n1−γϕ(hK)

)
.

3.5 Application : Conditional mode estimation

Let us now study the almost complete convergence of the kernel estimator of the conditional
mode of Y given X = x, denoted by θ(x), uniformly on a �xed �compact� subset SF of
F . For this aim, we assume that θ(x) satis�es, on SF , the following uniform uniqueness
property (cf. [27, 34] for the univariate case and [26] for the multivariate case).

(U6) ∀ϵ0 > 0, ∃η > 0, ∀r : S → SIR, we have that :

sup
x∈SF

|θ(x)− r(x)| ≥ ϵ0 ⇒ sup
x∈SF

|fx(r(x))− fx(θ(x))| ≥ η.

Moreover, we suppose, also, that there exists some integer j > 1 such that ∀x ∈ SF , the
function fx is j-times continuously di�erentiable on interior(SIR) with respect to y, and
that :

(U7) 
fx(l)(θ(x)) = 0, if 1 ≤ l < j

and fx(j)(·) is uniformly continuous on SIR

such that |fx(j)(θ(x))| > C > 0

where fx(j) denotes the jth order derivative of the conditional density fx.

We estimate the conditional mode θ(x) by the random variable θ̂(x) de�ned by :

θ̂(x) = arg sup
y∈SIR

f̂x(y).

Thus, from Theorem 3.4.1, we derive the following Corollary.

Corollaire 3.5.1. Under the hypotheses of Theorem 3.4.1, and if the conditional density fx

satis�es assumptions (H9) and (H10), then we get :

sup
x∈SF

|θ̂(x)− θ(x)|j = O(hb1K) +O(hb2H ) +Oa.co.

(√
ln dn

n1−γϕ(hK)

)
.

3.6 Appendix

In what follows, when no confusion is possible, we will denote by C and C ′ some strictly
positive generic constants. Moreover, we put, for any x ∈ F , and for all i = 1, . . . , n :

Ki(x) = K(h−1δ(x,Xi)), βi(x) = β(Xi, x) and Hi(y) = H(h−1
H (y − Yi)).

Proof of lemma 5.3.2. Since the pairs (Xi, Yi) are identically distributed, then from
assumption (H4) we obtain :

∀y ∈ SR, IE[f̂
x
N (y)] = IE

[
W12(x)

[
IE
[
h−1
H H1(y)/X

]]]
.
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By the classical change of variables t = (y − z)/hH , we obtain :

h−1
H IE [H1(y)/X] =

∫
R
H(t)fX(y − hHt)dt,

therefore

|IE[H1(y)/X]− fx(y)| ≤
∫
R
H(t)|fX(y − hHt)− fx(y)|dt.

Thus, by the assumption (H2) we get that :

∀y ∈ SR, 1IB(x,hK)(X)|IE(H1(y)/X)− fx(y)| ≤
∫
R
H(t)(hb1K + |t|b2hb2H )dt.

Since H is a probability density function, then the claimed result in this lemma is a direct
consequence of (H5).

Proof of lemma 5.3.3. The compactness property of SIR, allows us to write that :
there exists a sequence of real numbers (tk)k=1,...,sn , such that SIR ⊂

∪sn
k=1(tk − ln, tk + ln)

with ln = n−
3γ
2
− 1

2 and sn = O(l−1
n ).

Let ty = arg min
t∈{t1,...,tsn}

|y − t| and consider the following decomposition :

sup
y∈SIR

∣∣∣f̂xN (y)− IE[f̂xN (y)]
∣∣∣ ≤ sup

y∈SIR

∣∣∣f̂xN (y)− f̂xN (ty)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

A1

+ sup
y∈SIR

∣∣∣f̂xN (ty)− IE[f̂xN (ty)]
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

A2

+

+ sup
y∈SIR

∣∣∣IE[f̂xN (ty)]− IE[f̂xN (y)]
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

A3

. (5)

Firstly, for the terms A1 and A3, we use the Lipschitz's condition on the kernel H to show
that :

sup
y∈SR

∣∣∣f̂xN (y)− f̂xN (ty)
∣∣∣ ≤ sup

y∈SR

1

n(n− 1)hHIE[W12(x)]

∑
i̸=j

|Hi(y)−Hi(ty)|Wij(x),

≤ sup
y∈S

C|y − ty|
hH

 1

n(n− 1)hHIE[W12(x)]

n∑
i̸=j

Wij(x)

 ,

≤ C
ln
h2H

f̂xD. (6)

The almost complete consistency of f̂xD (cf. Lemma 5.3.1) and (14) permit to write that :

sup
y∈SIR

∣∣∣f̂xN (y)− f̂xN (ty)
∣∣∣ ≤ C

ln
h2H

Since ln = n−
3γ
2
− 1

2 , then

sup
y∈SIR

∣∣∣f̂xN (y)− f̂xN (ty)
∣∣∣ = o

(√
lnn

nhHϕx(hK)

)
. (7)



3.6. Appendix 75

Indeed, the term A3 may be considered as a direct consequence of the following known
inequality :

sup
y∈SR

∣∣∣IE[f̂xN (y)]− IE[f̂xN (ty)]
∣∣∣ ≤ IE

[
sup
y∈SR

∣∣∣f̂xN (y)− f̂xN (ty)
∣∣∣] . (8)

Secondly, about the term A2, we can write for all η > 0 :

IP

(
sup
y∈SR

∣∣∣f̂xN (ty)− IE[f̂xN (ty)]
∣∣∣ > η

√
lnn

nhHϕx(hK)

)

= IP

(
max

ty∈{t1,...,tsn}

∣∣∣f̂xN (ty)− IE[f̂xN (ty)]
∣∣∣ > η

√
lnn

nhHϕx(hK)

)

≤ sn max
ty∈{t1,...,tsn}

IP

(∣∣∣f̂xN (ty)− IE[f̂xN (ty)]
∣∣∣ > η

√
lnn

nhHϕx(hK)

)
.

all it remains to compute is the following quantity :

IP

(∣∣∣f̂xN (ty)− IE[f̂xN (ty)]
∣∣∣ > η

√
lnn

nhHϕx(hK)

)
, for all ty ∈ {t1, . . . , tsn}.

This later quantity's value is given by a straightforward adaptation of the proof of Lemma
2 in [1]. To do that, we consider the following decomposition :

f̂xN (ty) =
n2h2Kϕ

2
x(hK)

n(n− 1)IE[W12]︸ ︷︷ ︸
T1


 1

n

n∑
j=1

Kj(x)Hj(ty)

hHϕx(hK)


︸ ︷︷ ︸

T2

(
1

n

n∑
i=1

Ki(x)β
2
i (x)

h2Kϕx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

T3

−

 1

n

n∑
j=1

Kj(x)βj(x)Hj(ty)

hHhKϕx(hK)


︸ ︷︷ ︸

T4

(
1

n

n∑
i=1

Ki(x)βi(x)

hKϕx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

T5

 .
It follows that :

f̂xN (ty)− IE[f̂xN (ty)] = T1( (T2T3 − IE[T2T3])− (T4T5 − IE[T4T5]) ).

Moreover, observe that :

T2T3 − IE[T2T3] = (T2 − IE[T2]) (T3 − IE[T3]) + (T3 − IE[T3]) IE[T2]

+ (T2 − IE[T2]) IE[T3] + IE[T2]IE[T3]− IE[T2T3]

and in the same way :

T4T5 − IE[T4T5] = (T4 − IE[T4]) (T5 − IE[T5]) + (T5 − IE[T5]) IE[T4]

+ (T4 − IE[T4]) IE[T5] + IE[T4]IE[T5]− IE[T4T5]
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So, the claimed result will be obtained as soon as the following assertions have been checked :

∑
n

snIP

{
|Ti − IE[Ti]| > η

√
lnn

nhHϕx(hK)

}
<∞, for i = 2, 3, 4, 5, (9)

T1 = O(1) and IE[Ti] = O(1) for i = 2, 3, 4, 5, (10)

and almost completely :

|IE[T2]IE[T3]− IE[T2T3]− IE[T4]IE[T5] + IE[T4T5]| = o

(√
lnn

nhHϕx(hK)

)
. (11)

Proof of (17) : For this aim, we use the Bernstein's exponential inequality for which the
main point is to evaluate asymptotically the mth order moment of :

Z l,k
i =

1

hlKh
k
Hϕx(hK)

(
Ki(x)H

k
i (ty)β

l
i(x)− IE

[
Ki(x)H

k
i (ty)β

l
i(x)

])
for l = 0, 1, 2, and k = 0, 1.
Notice that, by the Newton's binomial expansion, we obtain :

IE
∣∣∣(Ki(x)H

k
i (ty)β

l
i(x)− IE

[
Ki(x)H

k
i (ty)β

l
i(x)

])m∣∣∣
= IE

∣∣∣∣∣
m∑
d=0

Cd
m

(
Ki(x)H

k
i (ty)β

l
i(x)

)d (
IE
[
Ki(x)H

k
i (ty)β

l
i(x)

])m−d
(−1)m−d

∣∣∣∣∣
≤

m∑
d=0

Cd
m

(
IE
∣∣∣Ki(x)H

k
i (ty)β

l
i(x)

∣∣∣d) ∣∣∣IE [Ki(x)H
k
i (ty)β

l
i(x)

]∣∣∣m−d

≤
m∑
d=0

Cd
mIE

∣∣∣Kδ
1(x)β

dl
1 (x)IE[Hdk

1 (ty)|X1]
∣∣∣ ∣∣∣IE [K1(x)β

l
1(x)IE[H

k
1 (ty)|X1]

]∣∣∣m−d

where Ck,m = m!/(k!(m− k)!).

Using the same arguments as those invoked in the proof of Lemma 5.3.2, and replacing H
by Hd, we show that, for all d ≤ m :

IE
[
Hδ

1(ty)/X
]
= hH

∫
IR
Hδ(t)fX(ty − hHt)dt.

So, conditions (H2) and (H5) allow us to write that :

IE
[
Hdk

1 (ty)/X
]
= O(hkH), for all d ≤ m and k = 0, 1.

Moreover, it is shown in [1] that :

h−lm
K ϕ−m

x (hK)

m∑
d=0

Cd
mIE

∣∣∣Kδ
1(x)β

dl
1

∣∣∣ ∣∣∣IE [K1(x)β
l
1

]∣∣∣m−d
≤ Cϕx(hK)−m+1.

Therefore, for l = 0, 1, 2, and k = 0, 1, we obtain that :

IE
∣∣∣Z l,k

i

∣∣∣m = O
(
(hkHϕx(hK))−m+1

)
.
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Thus, to achieve this proof, it su�ces to use the classical Bernstein's inequality (see Corollary
A8 in [11], page 234), �rst with an = (hHϕx(hK))−1/2 to treat the terms T2 and T4, and
second with an = (ϕx(hK))−1/2 for the terms T3 and T5. In conclusion, we obtain for all
η > 0 :

IP

{
|T2 − IE[T2]| > η

√
lnn

nhHϕx(hK)

}
≤ C ′n−Cη2 ,

IP

{
|T4 − IE[T4]| > η

√
lnn

nhHϕx(hK)

}
≤ C ′n−Cη2

and for i = 3, 5

IP

{
|Ti − IE[Ti]| > η

√
lnn

nhHϕx(hK)

}
≤ IP

{
|Ti − IE[Ti]| > η

√
lnn

nϕx(hK)

}
≤ C ′n−Cη2 .

Therefore, an appropriate choice of η permits to deduce that :

snIP

{
|Ti − IE[Ti]| > η

√
lnn

nhHϕx(hK)

}
≤ C ′n−1−γ , for i = 2, 3, 4, 5.

Proofs of (18) and (25). Notice that, the �rst part of (18) has been treated in [1]. We now
proceed in proving the second part of (18) and (25). For this aim, since the pairs (Xi, Yi),
i = 1, . . . , n are identically distributed, we obtain that :

IE[T2] =
IE[K1(x)H1(ty)]

hHϕx(hK)
, IE[T3] =

IE[K1(x)β
2
1(x)]

hKϕx(hK)
,

IE[T4] =
IE[K1(x)H1(ty)β1(x)]

hKhHϕx(hK)
, IE[T5] =

IE[K1(x)β1(x)]

hKϕx(hK)
,

and

IE[T2]IE[T3]− IE[T2T3]− IE[T4]IE[T5] + IE[T4T5]

=

(
1− n(n− 1)

n2

)
h−2
K ϕx(hK)−2IE[K1(x)β

2
1(x)]IE[K1(x)H1(ty)]

Thus, for both equations (18) and (25), we have to evaluate :

IE
[
Ki(x)H

k
i (ty)β

l
i(x)

]
, for l = 0, 1, 2, and k = 0, 1.

As previously, we condition on X1 to show that, for all l = 0, 1, 2, and k = 0, 1, we have :

IE
[
Ki(x)H

k
i (ty)β

l
i(x)

]
= O(hkHIE

[
Ki(x)β

l
i(x)

]
)

and by Lemma 3 in [1], we obtain that :

IE
[
Ki(x)H

k
i (ty)β

l
i(x)

]
= O(hkHh

l
Kϕx(hK)). (12)
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Equality (12) leads directly to :

IE[Ti] = O(1), for i = 2, 3, 4, 5,

|IE[T2]IE[T3]− IE[T2T3]− IE[T4]IE[T5] + IE[T4T5]| = O(hHn
−1)

which implies that :

IE[T2]IE[T3]− IE[T2T3]− IE[T4]IE[T5] + IE[T4T5] = O

(√
lnn

nhH ϕx(hK)

)
.

Finally, the Lemma 5.3.3 is a direct consequence of the assertions (7), (8), (17), (18) and
(25).

Proof of Lemma 3.4.1. The proof of this lemma is based on the same decomposition's
kind as used to prove Lemma 5.3.3. Indeed,

f̂xD = T1


 1

n

n∑
j=1

Kj(x)

ϕx(hK)


︸ ︷︷ ︸

S2(x)

(
1

n

n∑
i=1

Ki(x)β
2
i (x)

h2Kϕx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S4(x)

−

 1

n

n∑
j=1

Kj(x)βj(x)

hKϕx(hK)


︸ ︷︷ ︸

S3(x)

(
1

n

n∑
i=1

Ki(x)βi(x)

hKϕx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S3(x)


and in the same fashion, all it remains to show are the following uniform convergences :

sup
x∈SF

|Sk(x)− IE[Sk(x)]| = O

(√
ln dn

nϕx(hK)

)
, a.co. for k = 2, 3, 4, (13)

and supx∈SF |IE[S2(x)]IE[S4(x)]− IE[S2(x)S4(x)]− var[S3(x)]| = o
(√

ln dn
nϕx(hK)

)
, a.co. and,

also that, uniformly on x ∈ SF : T1 = O(1) and |IE[Sk(x)]| = O(1), for k = 2, 3, 4.
Clearly, the last two equations are direct consequences of the assumption (U1) and of the
Lemma 3 in [1]. While the proof of (13) follows the same ideas as in [9]. Indeed, by noting :
j(x) = arg min

j∈{1,2,...,dn}
|δ(x, xk)|, we consider the following decomposition :

sup
x∈SF

|Sk(x)− IE[Sk(x)]| ≤ sup
x∈SF

|Sk(x)− Sk(xj(x))|︸ ︷︷ ︸
Fk
1

+ sup
x∈SF

|Sk(xj(x))− IE[Sk(xj(x))]|︸ ︷︷ ︸
Fk
2

+ sup
x∈SF

|IE[Sk(xj(x))]− IE[Sk(x)]|.︸ ︷︷ ︸
Fk
3

We have, then, to evaluate each term F k
j , j = 1, 2, 3. Since F k

1 and F k
3 have almost the same

treatment, we will consider the following two items :
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� Treatment of the terms F k
1 and F k

3 . Firstly, let us analyze the �rst term F k
1 for k =

2, 3, 4. Since K is supported in [−1, 1], we can write for all k = 2, 3, 4 that :

F k
1 ≤ 1

nhk−2
K ϕx(hK)

sup
x∈SF

n∑
i=1

∣∣∣Ki(x)β
k−2
i (x)11B(x,hK)(Xi)

−Ki(xj(x))β
k−2
i (xj(x))11B(xj(x),hK)(Xi)

∣∣∣
≤ C(k − 2)

nhk−2
K ϕx(hK)

sup
x∈SF

n∑
i=1

Ki(x)11B(x,hK)(Xi)

×
∣∣∣βk−2

i (x)− βk−2
i (xj(x))11B(xj(x),hK)(Xi)

∣∣∣
+

1

nhk−2
K ϕx(hK)

sup
x∈SF

n∑
i=1

βk−2
i ((xj(x))11B(xj(x),hK)(Xi)

×
∣∣Ki(x)11B(x,hK)(Xi)−Ki(xj(x))

∣∣ .
The Lipschitz condition on K allows us directly to write

11B(xj(x),hK)(Xi)
∣∣Ki(x)11B(x,hK)(Xi)−Ki(xj(x))

∣∣
≤ Cϵ11B(x,hK)∩B(xj(x),hK)(Xi) + C11

B(xj(x),hK)∩B(x,hK)
(Xi).

In a similar way, the Lipschitz condition on β gives

11B(x,hK)(Xi)
∣∣∣βi(x)− βi(xj(x))11B(xj(x),hK)(Xi)

∣∣∣
≤ ϵ11B(x,hK)∩B(xj(x),hK)(Xi) + hK11

B(x,hK)∩B(xj(x),hK)
(Xi)

11B(x,hK)(Xi)
∣∣∣β2i (x)− β2i (xj(x))11B(xj(x),hK)(Xi)

∣∣∣
≤ ϵhK11B(x,hK)∩B(xj(x),hK)(Xi) + h2K11

B(x,hK)∩B(xj(x),hK)
(Xi)

which implies that, for k = 3, 4

11B(x,hK)(Xi)
∣∣∣βk−2

i (x)− βk−2
i (xj(x))11B(xj(x),hK)(Xi)

∣∣∣
≤ ϵhk−3

K 11B(x,hK)∩B(xj(x),hK)(Xi) + hk−2
K 11

B(x,hK)∩B(xj(x),hK)
(Xi).

Thus,

F k
1 ≤ C sup

x∈SF

(
F k
11 + F12 + F k

13 + F14

)
,

where

F k
11 =

C(k − 2)

nϕ(hK)

n∑
i=1

11
B(x,hK)∩B(xj(x),hK)

(Xi),

F12 =
Cϵ

nϕ(hK)

n∑
i=1

11B(x,hK)∩B(xj(x),hK)(Xi).

F k
13 =

C(k − 2)ϵ

nhKϕ(hK)

n∑
i=1

11B(x,hK)∩B(xj(x),hK)(Xi).

F14 =
C

nϕ(hK)

n∑
i=1

11
B(xj(x),hK)∩B(x,hK)

(Xi).
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Now, to evaluate these terms F k
11, F12, F k

13 and F14, we apply a standard inequality
for sums of bounded random variables (cf. Corollary A.9 in [11]) with Zi is identi�ed
such that :

Zi =



1

ϕ(hK)
sup
x∈SF

[
11
B(x,hK)∩B(xj(x),hK)

(Xi)
]

for F k
11

ϵ

hKϕ(hK)
sup
x∈SF

[
11B(x,hK)∩B(xj(x),hK)(Xi)

]
for F12 and F k

13

1

ϕ(hK)
sup
x∈SF

[
11
B(xj(x),hK)∩B(x,hK)

(Xi)
]

for F14

Clearly, under the second part of (U1), we have for the �rst and the last case :

Z1 = O

(
1

ϕ(hK)

)
, IE[Z1] = O

(
ϵ

ϕ(hK)

)
and var(Z1) = O

(
ϵ

(ϕ(hK))2

)
.

So that, we get :

F k
11 = O

(
ϵ

ϕ(hK)

)
+Oa.co.

(√
ϵ lnn

nϕ(hK)2

)
.

In the same way, assumption (U5) allows to get, for F12 or F k
13 case

Z1 = O

(
ϵ

hKϕ(hK)

)
, IE[Z1] = O

(
ϵ

hK

)
and var(Z1) = O

(
ϵ2

h2kϕ(hK)

)
,

which implies that :

F k
12 = Oa.co.

(√
ln dn

nϕ(hK)

)
.

To achieve the study of the term F1, it su�ces to put together all the intermediate
results and to use (U5) to obtain :

F k
1 = Oa.co.

(√
ln dn

nϕ(hK)

)
. (14)

Furthermore, since :

F k
3 ≤ IE

[
sup
x∈SF

|Sk(x)− Sk(xj(x))|

]
we have also :

F k
3 = O

(√
ln dn
nϕ(hK)

)
.

� Treatment of the term F k
2 . For all η > 0, we have that :

IP
(
F k
2 > η

√
ln dn

nϕ(hK)

)
= IP

(
max

j∈{1,···,dn}
|Sk(xj(x))− IE

[
Sk(xj(x))

]
| > η

√
ln dn
nϕ(hK)

)

≤ dn max
j∈{1,···,dn}

IP

(
|Sk(xj)− IE [Sk(xj)] | > η

√
ln dn
nϕ(hK)

)
.



3.6. Appendix 81

Set,

∆ki =
1

nhk−2
K ϕ(hK)

(
Ki(xk)β

k−2
i (xk)− IE

[
Ki(xk)β

k−2
i (xk)

])
, for k = 2, 3, 4.

By using similar proof as for showing Lemma 2 of [1], we get for all j = 1, . . . , dn and
i = 1, . . . , n, that :

IE|∆ki|m = O
(
ϕ(hK)−m+1

)
, for k = 2, 3, 4.

So, one can apply a Bernstein-type inequality (cf. Corollary A.8 in [11]) to obtain
directly :

IP
(
|Si(xk)− IE [Si(xk)] | > η

√
ln dn

nϕ(hK)

)
= IP

(
1
n |
∑n

i=1∆lki| > η
√

ln dn
nϕ(hK)

)

≤ 2 exp{−Cη2 ln dn}

Thus, by choosing η such that Cη2 = β, we get :

dn max
k∈{1,···,dn}

IP

(
|Si(xk)− IE [Si(xk)] | > η

√
ln dn
nϕ(hK)

)
≤ C ′d1−β

n . (15)

Since
∞∑
n=1

d1−β
n <∞, we obtain that :

F2 = Oa.co.

(√
ln dn
nϕ(hK)

)
.

Proof of Corollary 3.4.1. Clearly, we have that :

inf
x∈SF

f̂D(x) ≤
1

2
⇒ ∃x ∈ SF , such that 1− f̂D(x) ≥

1

2
⇒ sup

x∈SF

|1− f̂D(x)| ≥
1

2
.

According to the Lemma 3.4.1, we obtain :

IP

(
inf

x∈SF
f̂D(x) ≤

1

2

)
≤ IP

(
sup
x∈SF

|1− f̂D(x)| >
1

2

)
.

Consequently :
∞∑
n=1

IP

(
inf

x∈SF
|f̂(x)| < 1

2

)
<∞.

Proof of Lemma 3.4.2. It su�ces to combine the proofs of the previous lemmas, and
assuming the Lipschitz's condition uniformly on (x, y) in SF × SIR.
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Proof of Lemma 3.4.3. The proof of this lemma follows the steps as for proving Lemma
3.4.1, where S2(x) and S4(x) are replaced by :

T x
2 (y) =

1

n

n∑
j=1

Kj(x)Hj(y)

hHϕx(hK)

T x
3 (y) =

1

n

n∑
j=1

Kj(x)βj(x)Hj(y)

hKhHϕx(hK)

T x
4 (y) =

1

n

n∑
j=1

Kj(x)β
2
j (x)Hj(y))

h2KhHϕx(hK)

To do that, we keep the notations used previously, namely, the de�nitions of j(x), ty and ln.
The proof is based on the the following decomposition which will be used for the three terms :

|T x
i (y)− IE[T x

i (y)]| ≤ sup
x∈SF

sup
y∈SIR

∣∣∣T x
i (y)− T

xj(x)

i (y)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

E1

+ sup
x∈SF

sup
y∈SIR

∣∣∣T xj(x)

i (y)− T
xj(x)

i (ty)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

E2

+ sup
x∈SF

sup
y∈SIR

∣∣∣T xj(x)

i (ty)− IE[T
xj(x)

i (ty)]
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

E3

+ sup
x∈SF

sup
y∈SIR

∣∣∣IE[T xj(x)

i (ty)]− IE[T
xj(x)

i (y)]
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

E4

+ sup
x∈SF

sup
y∈SIR

∣∣∣IE[T xj(x)

i (y)]− IE[T x
i (y)]

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
E5

.

Similarly to the study of the term F1, we obtain :

E1 = Oa.co.

(√
ln dn

n1−γϕ(hK)

)
and E5 = O

(√
ln dn

n1−γ ϕ(hK)

)
. (16)

Concerning the term E2, by using the Lipschitz's condition on the kernel H, one can write :

|T xj(x)

i (y)−T xj(x)

i (ty) ≤ C
1

nhlKhH ϕ(hK)

n∑
i′=1

Ki′(xj(x))β
l
i′(xj(x)) |Hi′(y)−Hi′(ty)| ≤

ln
h2H

Si(xj(x)),

where

Si(·) for i = 2, 3, 4, are de�ned and treated in Lemma 3.4.1's proof. Thus, by using the facts
that : lim

n→+∞
nγhH = ∞ and ln = n−

3
2
γ− 1

2 , we obtain :

E2 = Oa.co.

(√
ln dn

n1−γϕ(hK)

)
and E4 = O

(√
ln dn

n1−γϕ(hK)

)
. (17)

Finally, for the term E3, we use the same arguments as for proving Lemma 3.4.1, to show
that for all η > 0,

IP

(
E3 > η

√
ln dn

nhH ϕ(hK)

)
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= IP

(
max

j∈{1,2,...,sn}
max

k∈{1,...,dn}
|T xk

i (tj)− IE[T xk
i (tj)]| > η

√
ln dn

nhH ϕ(hK)

)

≤ sndn max
j∈{1,2,...,sn}

max
k∈{1,...,dn}

IP

(
|T xk

i (tj)− IE[T xk
i (tj)]| > η

√
ln dn

nhH ϕ(hK)

)
.

This last probability can be treated by using the classical Bernstein's inequality, with an =
(hHϕx(hK))−1/2. Recall that, the choice of an is motivated by moment of order m of Z l,k

i

computed in Lemma 5.3.3's proof. That allows, �nally, to :

∀j ≤ sn, IP

(
|T xk

i (tj)− IE[T xk
i (tj)]| > η

√
ln dn

nhH ϕ(hK)

)
≤ 2 exp{−Cη2 ln dn}.

Therefore, since sn = O
(
l−1
n

)
= O

(
n

3
2
γ+ 1

2

)
, and by choosing Cη2 = β one has :

sndn max
j∈{1,2,...,sn}

max
k∈{1,...,dn}

IP

(
|T xk

i (tj)− ET xk
i (tj)| > η

√
ln dn

nhH ϕ(hK)

)
≤ C ′snd

1−Cη2

n .

By using the fact that lim
n→+∞

nγ hH = ∞ and the second part of condition (U5), one obtains :

E3 = Oa.co.

(√
ln dn

n1−γ ϕ(hK)

)
. (18)

Thus, Lemma 3.4.3's result can be easily deduced from (16), (17) and (18).

Proof of Corollary 4.3.4. By a simple manipulation, we show that :

|fx(θ̂(x))− fx(θ(x))| ≤ 2 sup
y∈SR

|f̂x(y)− fx(y)|. (19)

We use the following Taylor expansion of the function fx :

fx(θ̂(x)) = fx(θ(x)) +
1

j!
fx(j)(θ′(x))(θ̂(x)− θ(x))j ,

for some θ′(x) between θ(x) and θ̂(x). It is clear that, from conditions (U6), (29) and
Theorem 3.4.1, we obtain that :

sup
x∈SF

|θ̂(x)− θ(x)| → 0, a.co.

Next, under condition (U7), we obtain that :

sup
x∈SF

|fx(j)(θ′(x))− fx(j)(θ(x))| → 0, a.co.

Consequently, we can get τ > 0 such that :
∞∑
n=1

IP

(
inf

x∈SF
fx(j)(θ′(x)) < τ

)
<∞,

and we have :

sup
x∈SF

|θ̂(x)− θ(x)|j ≤ C sup
x∈SF

sup
y∈SIR

|f̂x(y)− fx(y)|, a.co.

So, the claimed result is a direct consequence of this last inequality together with Theorem
3.4.1's result.
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Chapitre 4

A fast functional locally modeled of

the conditional density and mode in

functional time series
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Statistics�, Physica-Verlag/Springer, 2011, 85-90, DOI : 10.1007/978-3-7908-2736-1_13

Abstract. In this paper, we study the asymptotic behavior of the nonparametric local linear
estimation of the conditional density of a scalar response variable given a random variable
taking values in a semi-metric space. Under some general conditions on the mixing property
of the data, we establish the pointwise almost complete convergence, with rates, of this es-
timator. This approach can be applied in time series analysis to the prediction problem via
the conditional mode estimation.

Keywords and Phrases. Functional data, Local linear estimator, Conditional density, Conditional

mode, Nonparametric model, Small balls probability, Mixing data

AMS Subject Classi�cation. Primary : 62G05, Secondary : 62G07, 62G08, 62G35, 62G20.

4.1 Introduction

Let (Xi, Yi) for i = 1, . . . , n be n pairs of random variables that we assume drawn from
the pair (X,Y ) which is valued in F × R, where F is a semi-metric space equipped with
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a semi-metric d. Assume that there exists a regular version of the conditional probability
of Y given X = x for a �xed x ∈ F , which is absolutely continuous with respect to the
Lebesgue measure on R and has bounded density, denoted by fx. In this paper, we consider
the problem of the conditional density estimation by using locally modeling approach when
the explanatory variable X is functional and when the observations (Yi, Xi)i∈N are strongly
mixing. In functional statistics, there are several ways for extending the local linear ideas
. Here, we adopt the fast functional locally modeling, introduced by [2] for the regression
analysis, that is, we estimate the conditional density by â which is obtained by minimizing
the following quantity :

min
(a,b)∈IR2

n∑
i=1

(
h−1
H H(h−1

H (y − Yi))− a− bβ(Xi, x)
)2
K(h−1

K δ(x,Xi))

where β(., .) is a known function from F2 into IR such that, ∀ξ ∈ F , β(ξ, ξ) = 0, with K
and H are kernels and hK = hK,n (resp. hH = hH,n) is a sequence of positive real numbers
and δ(., .) is a function of F ×F Clearly, by a simple algebra, we get explicitly the following
de�nition of f̂x :

f̂x(y) =

∑n
i,j=1Wij(x)H(h−1

H (y − Yi))

hH
∑n

i,j=1Wij(x)

where

Wij(x) = β(Xi, x) (β(Xi, x)− β(Xj , x))K(h−1
K δ(x,Xi))K(h−1

K δ(x,Xj))

with the convention 0/0 = 0.

Notice that the local linear estimator of the conditional density has been widely studied,
when the explicative variable lies in a �nite dimensional space (cf. for instance [12, 13,
19, 24]). Such estimation method has various advantages over the kernel method, namely,
this method has superior bias properties than the kernel ones (cf. [4, 6] for an extensive
discussion on the comparison between the both methods). Moreover, it is known that the
kernel method can be viewed as a particular case of this method.
Nowadays, the progress of informatics tools permits the recuperation of increasingly bulky
data. These large data sets are available essentially by real time monitoring, and computers
can manage such databases. The object of statistical study can then be curves (consecutive
discrete recordings are aggregated and viewed as sampled values of a random curve) not
numbers or vectors. Functional data analysis (FDA) (cf, [5], [11] and [30]) can help to
analyze such high-dimensional data sets. In this area, the conditional density is an important
model to study the association between functional covariates scalar responses. In particular,
the are several prediction tools in nonparametric statistic, such the conditional mode, the
conditional median or the conditional quantiles, are based on the preliminary estimate of this
functional parameter. Since, the contribution of [10] this subject has been widely studied in
functional statistics (see, [8, 10, 9, 12] for some results on the conditional density estimation
and its mode in the functional framework. All these works give some asymptotic results
on the Nadaraya-Watson type estimator of this model. As direct extension of this method
we focus, here, the estimation by local polynomial method. Such estimation procedure has
recently investigated for the functional data. For example, we quote the realizations of [1, 2,
2, 5, 21, 22] which are concerned with the local linear type regression operator estimation
for independent and identically distributed functional data.
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In this work, we introduce the local linear nonparametric estimation of the conditional
density and its mode for strongly mixed functional data. To the best of our knowledge the
local linear nonparametric estimation in functional time series has not been addressed so for.
The current work is the �rst contribution in this topic. As asymptotic result we establish,
under some general conditions, the almost complete convergence rate of our estimate. The
interest of this work comes mainly from the fact that the main �elds of application of
functional statistical methods relate to the analysis of continuous-time stochastic processes.
Our study, for instance, can be applied to predict future values of some process by cutting
the whole past of this process into continuous paths.
The organization of the remainder of the paper is as follows : The following Section is
dedicated to �xing notations, hypotheses and the presentation of the main results. Section
3 is concentrated on some conclusions, discussions and applications of our study. The proofs
of the auxiliary results are relegated to the Appendix.

4.2 Main results

We begin by recalling the de�nition of the strong mixing property. For this we introduce the
following notations. Let Fk

i (Z) denote the σ−algebra generated by {Zj , i ≤ j ≤ k} .

De�nition 4.2.1. Let {Zi, i = 1, 2, ...} be a strictly stationary sequence of random variables.
Given a positive integer n, set

α(n) = sup
{
|IP(A ∩B)− IP(A)IP(B)| : A ∈ Fk

1 (Z) and B ∈ F∞
k+n(Z), k ∈ IN∗

}
.

The sequence is said to be α-mixing (strong mixing) if the mixing coe�cient α(n) → 0 as
n→ ∞.

There exist many processes ful�lling the strong mixing property. We quote, here, the usual
ARMA processes (with innovations satisfying some existing moment conditions) are geome-
trically strongly mixing, i.e., there exist ρ ∈ (0, 1) and C > 0 such that, for any n ≥ 1,
α(n) ≤ C ρn (see, e.g., Jones (1978)). The threshold models, the EXPAR models (see, Ozaki
(1979)), the simple ARCH models (see Engle (1982)), their GARCH extension (see Bollerslev
(1986)) and the bilinear Markovian models are geometrically strongly mixing under some
general ergodicity conditions. For more details we refer the reader to the monographs of
Bradley (2007) or Dedecker et al. (2007).

Throughout the paper, x denotes a �xed point in F , Nx denotes a �xed neighborhood of x,
fx(j) denotes the jth order derivative of the conditional density fx. S will be a �xed compact
subset of IR, B(x, r) = {x′ ∈ F/|δ(x′, x)| ≤ r} and ϕx(r1, r2) = IP(r2 ≤ δ(X,x) ≤ r1).
Notice that, our nonparametric model will be quite general in the sense that we will just
need the following assumptions :

(H1) For any r > 0, ϕx(r) := ϕx(−r, r) > 0

(H2) The conditional density fx is such that : there exist b1 > 0, b2 > 0, ∀(y1, y2) ∈ S2

and ∀(x1, x2) ∈ Nx ×Nx

|fx1(y1)− fx2(y2)| ≤ Cx

(
|δb1(x1, x2)|+ |y1 − y2|b2

)
,

where Cx is a positive constant depending on x.
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(H3) The function β(., .) is such that :

∀x′ ∈ F , C1 |δ(x, x′)| ≤ |β(x, x′)| ≤ C2 |δ(x, x′)|, where C1 > 0, C2 > 0.

(H4) The sequence (Xi, Yi)i∈N satis�es : ∃a > 0,∃c > 0 : ∀n ∈ N α(n) ≤ cn−a and

max
i̸=j

IP ((Xi, Xj) ∈ B(x, h)×B(x, h)) = φx(h) > 0

(H5) The conditional density of (Yi, Yj) given (Xi, Xj) exists and is bounded.
(H6) K is a positive, di�erentiable function with support [−1, 1].
(H7) H is a positive, bounded, Lipschitzian continuous function, such that :∫

|t|b2H(t)dt <∞ and
∫
H2(t)dt <∞.

(H8) The bandwidth hK satis�es : there exists an integer n0, such that

∀n > n0, −
1

ϕx(hK)

∫ 1

−1
ϕx(zhK , hK)

d

dz

(
z2K(z)

)
dz > C3 > 0

and

hK

∫
B(x,hK)

β(u, x)dP (u) = o

(∫
B(x,hK)

β2(u, x) dP (u)

)
where dP (x) is the cumulative distribution.

(H9) lim
n→∞

hH = 0 and ∃β1 > 0 such that lim
n→∞

nβ1 hH = ∞,

(H10)


lim
n→∞

hK = 0, lim
n→∞

χ
(1/2)
x (hK) log n

nhH ϕ2x(hK)
= 0,

and ∃η0 > 3β1+1
a+1 , Cn

(3−a)
(a+1)

+η0 ≤ hHχ
1/2
x (hK)

where χx(h) = max(ϕ2x(h), φx(h))

The following theorem gives the almost-complete convergence 5 (a.co.) of f̂x.

Theorem 4.2.1. Under assumptions (H1)-(H10), we have :

sup
y∈S

|f̂x(y)− fx(y)| = O
(
hb1K + hb2H

)
+O

√χ
(1/2)
x (hK) log n

nhH ϕ2x(hK)

 , a.co.

The proof of Theorem 4.2.1 is a direct consequence of the decomposition :

∀y ∈ S, f̂x(y)− fx(y) =
1

f̂xD

{(
f̂xN (y)− IE[f̂xN (y)]

)
−
(
fx(y)− IE[f̂xN (y)]

)}
+

fx(y)

f̂xD

(
1− f̂xD

)
, (1)

where

f̂xN (y) =
1

n(n− 1)hHIE [W12(x)]

∑
i ̸=j

Wij(x)H(h−1
H (y − Yi)).

5. Let (zn)n∈N be a sequence of real r.v.'s ; we say that zn converges almost completely (a.co.) to zero if,
and only if, ∀ϵ > 0,

∑∞
n=1 IP (|zn| > 0) < ∞. Moreover, let (un)n∈N∗ be a sequence of positive real numbers ;

we say that zn = O(un) a.co. if, and only if, ∃ϵ > 0,
∑∞

n=1 IP (|zn| > ϵun) < ∞ : This kind of convergence
implies both almost sure convergence and convergence in probability (cf. Sarda and Vieu (2000) for details).
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and

f̂xD =
1

n(n− 1)IE [W12(x)]

∑
i ̸=j

Wij(x)

and of Lemmas 5.3.1, 5.3.2 and 5.3.3 below, for which the proofs are given in the Appendix.

Lemma 4.2.1. Under assumptions (H1), (H3), (H4), (H6), (H8) and (H10), we have that :

1− f̂xD = O

√χ
(1/2)
x (hK) log n

nϕ2x(hK)

 , a.co.

and

∃δ > 0, such that
∞∑
i=1

IP
(
f̂xD < δ

)
<∞.

Lemma 4.2.2. Under assumptions (H1), (H2) and (H7), we obtain :

sup
y∈S

∣∣∣fx(y)− IE[f̂xN (y)]
∣∣∣ = O

(
hb1K + hb2H

)
.

Lemma 4.2.3. Under assumptions of Theorem 4.2.1, we get :

sup
y∈S

∣∣∣f̂xN (y)− IE[f̂xN (y)]
∣∣∣ = O

√χ
(1/2)
x (hK) log n

nhH ϕ2x(hK)

 , a.co.

4.3 Concludes remarks

� On the assumptions The hypotheses used in this work are not unduly restrictive and
they are rather classical in the setting of nonparametric functional statistics. Indeed,
the conditions (H1), (H3), (H6) and (H8) are the same as those used by [?]. Speci�cally
(H1) is needed to deal with the functional nonparametric of our model by controlling
the concentration properties of the probability measure of the variable X. The latter,
is quanti�ed, here with respect the bi-functional operator δ which can be related to
the topological structure on the functional space F by taking d = |δ|. While (H3) is
a mild regularity condition permits to control the shape of locating function β. Such
condition is veri�ed, for instance, if we take δ = β. However, as pointed out in [?], this
consideration of δ = β is not very adequate in practice, because these bi-functional
operators do not plays similar role. We return to [?] for more discussions on these
conditions and some examples of β and δ. As usually in nonparametric problems, the
in�nite dimension of the model is controlled by mean of a smoothness condition (H2).
This condition is needed to evaluate the bias component of the rates of convergence.
The �rst part of (H4) is a standard choice for the mixing coe�cient in time series. While
the second part of this condition measure the local dependence of the observations.
Let us note that this last has been exploited in the expression of the convergence rate.
Assumptions (H7), (H9) and (H7) are standard technical conditions in nonparametric
estimation. They are imposed for the sake of simplicity and brevity of the proofs.

� Some particular cases
� The Nadaraya-Watson case In a �rst attempt we will look at what happen if b = 0. It
is clear that, in this particular case, the conditions (H3) and (H8) are not necessary
to get our result and Theorem 4.2.1 can be reformulated in the following way.
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Corollary 4.3.1. Under assumptions (H1), (H2), (H4)-(H7) and (H9)-(H10), we
have :

sup
y∈S

|f̂xNW (y)− fx(y)| = O
(
hb1K + hb2H

)
+O

√χ
(1/2)
x (hK) log n

nhH ϕ2x(hK)

 , a.co.

where f̂xNW (y)
� The multivariate case In the vectorial case, when F = Rp, p ≥ 1 and if the probabi-
lity density of the random variable X (resp. the jointly density of (Xi, Xj) ) denoted
by f (resp. by fi,j), is of C1 class, then ϕx(h) = O(hp), and φx(h) = O(h2p) which
implies that χx(h) = O(h2p). Then our Theorem leads straitforwardly to the next
Corollary,
Corollary 4.3.2. Under assumptions (H2)-(,(H3)and (H5)-(H10), we have :

sup
y∈S

|f̂x(y)− fx(y)| = O
(
hb1K + hb2H

)
+O

(√
log n

nhH hpK

)
, a.co.

where
We point out that, in the special case when F = R our estimate is identi�ed to the
estimator of [12] by taking β(x,X) = X − x and δ(x,X) = x−X.

� The independent case In this situation, the conditions (H4), (H5) and the last part
of (H10) are automatically veri�ed and χx(h) = φx(h) = ϕ2x(h). So, we obtain the
following result
Corollary 4.3.3. Under assumptions (H1)-(H3) and (H6)-(H9), we have :

sup
y∈S

|f̂x(y)− fx(y)| = O
(
hb1K + hb2H

)
+O

(√
log n

nhH ϕx(hK)

)
, a.co.

� Application to functional times series prediction The most important application of our
study when the observations are dependent and of functional nature is the prediction of
future values of some continuous time process by using the conditional mode θ(x) =
arg supy∈S f

x(y) as prediction tool. The latter is estimated by the random variable

θ̂(x) which is such that :

θ̂(x) = arg sup
y∈S

f̂x(y).

In practice, we proceed as follows : let (Zt)t∈[0,b[ be a continuous time real valued
random process. From Zt we may construct N functional random variables (Xi)i=1,...,N

de�ned by :
∀t ∈ [0, b[, Xi(t) = ZN−1((i−1)b+t),

and a real characteristic Yi = G(Xi+1). So, we can predict the characteristic YN by

the conditional mode estimate Ŷ = θ̂(XN ) given by using the N − 1 pairs of r.v
(Xi, Yi)i=1,...,N−1. Such prediction is motivated by the following consistency result :

Corollary 4.3.4. Under the hypotheses of Theorem 4.2.1, and if the function fx is
j-times continuously di�erentiable on (S) with respect to y, and that :

fx(l)(θ(x)) = 0, if 1 ≤ l < j

and fx(j)(·) is uniformly continuous on S

such that |fx(j)(θ(x))| > C > 0,

(2)
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then we get :

|θ̂(x)− θ(x)|j = O(hb1K) +O(hb2H ) +Oa.co.O

√χ
(1/2)
x (hK) log n

nhH ϕ2x(hK)

 .

4.4 Appendix

In what follows, when no confusion is possible, we will denote by C and C ′ some strictly
positive generic constants. Moreover, we put, for any x ∈ F , and for all i = 1, . . . , n :

Ki(x) = K(h−1δ(x,Xi)), βi(x) = β(Xi, x) and Hi(y) = H(h−1
H (y − Yi)).

Proof of lemma 5.3.1. The proof is based on the same decomposition used by Barrientos
et al . (2007)

f̂xD =
n2h2Kϕ

2
x(hK)

n(n− 1)IE[W12]︸ ︷︷ ︸
T1


 1

n

n∑
j=1

Kj(x)

ϕx(hK)


︸ ︷︷ ︸

T2

(
1

n

n∑
i=1

Ki(x)β
2
i (x)

h2Kϕx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

T4

−

 1

n

n∑
j=1

Kj(x)βj(x)

hKϕx(hK)

2

︸ ︷︷ ︸
T3

 .
Thus, we can write

f̂xD − IE[f̂xD] = T1( (T2T4 − IE[T2T4])−
(
T 2
3 − IE[T 2

3 ]
)
).

Moreover, we have

T2T4 − IE[T2T4] = (T2 − IE[T2]) (T4 − IE[T4]) + (T4 − IE[T4]) IE[T2]

+ (T2 − IE[T2]) IE[T4] + IE[T2]IE[T4]− IE[T2T4]

and in the same way :

T 2
3 − IE[T 2

3 ] = (T3 − IE[T3])
2 + 2 (T3 − IE[T3]) IE[T3]

+IE2[T3]− IE[T 2
3 ].

So, the claimed result can be derived from the following assertions

∑
n

IP

|Tl − IE[Tl]| > η

√
χ
(1/2)
x (hK) log n

nϕ2x(hK)

 <∞, for l = 2, 3, 4, (3)

T1 = O(1) and IE[Tl] = O(1) for l = 2, 3, 4, (4)
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Cov(T2, T4) = o

√χ
(1/2)
x (hK) log n

nϕ2x(hK)

 (5)

and V ar[T3] = o

√χ
(1/2)
x (hK) log n

nϕ2x(hK)

 . (6)

It is shown that in Barrientos et al. (2007) that

T1 = O(1) and IE[Tl] = O(1) for l = 2, 3.4

Theses lasts results are not a�ected by the dependence structure of the data. It su�ces to
prove (3), (5) and (6) to �nish the proof of the claimed result. For (3), we set

∆k
i =

1

hkK

(
Ki(x)β

k
i (x)− IE

[
Ki(x)β

k
i (x)

])
for k = 0, 1, 2.

Then, it can be seen that

Tk+2 − IE[Tk+2] =
1

nϕx(hK)

n∑
i=1

∆k
i for k = 0, 1, 2.

Moreover, under (H1), (H3) and (H5), we have

1
hk
K

Ki(x)β
k
i (x) ≤ 1

hk
K

Ki(x)|δ(Xi, x)|k

≤ 1
hk
K

K(h−1δ(x,Xi))|δ(Xi, x)|k1I]−1,1[(h
−1δ(x,Xi))

≤ K(h−1δ(x,Xi)) ≤ C

(7)

So, we can apply the Fuck-Nagaev exponential inequality, to get for all r > 0 and ε > 0, we
have

IP {|Tk+2 − IE[Tk+2]| > ε} = IP

{∣∣∣∣∣ 1

nϕx(hK)

n∑
i=1

∆k
i

∣∣∣∣∣ > ε

}

≤ IP

{∣∣∣∣∣
n∑

i=1

∆k
i

∣∣∣∣∣ > εnϕx(hK)

}
≤ C(A1 +A2) (8)

where

A1 =

(
1 +

ε2n2(ϕx(hK))2

S2
nr

)−r/2

and A2 = nr−1

(
r

εnϕx(hK)

)a+1

and

S2
n =

n∑
i=1

n∑
j=1

Cov(∆k
i ,∆

k
j ) = S2∗

n + nV ar[∆1(x)]

with

S2∗
n =

n∑
i=1

∑
i̸=j

Cov(∆i(x),∆j(x)).
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Next, we evaluate the asymptotic behavior of S2∗
n . For this we use the technique of Masry

(1986). We de�ne the sets

S1 = {(i, j) such that 1 ≤ i− j ≤ mn}

and
S2 = {(i, j) such that mn + 1 ≤ i− j ≤ n− 1}

where mn → ∞, as n → ∞. Let J1,n and J2,n be the sum of covariance over S1 and S2
respectively. Because of (H1), (H4) and (7) we can write :

J1,n ≤ Cnmn [IP(Xi, Xj) ∈ B(x, hK)×B(x, hK)

+ IP(Xi ∈ B(x, hK)IP(Xj ∈ B(x, hK)]

≤ Cnmn[φx(hK) + ϕ2x(hK)] ≤ Cnmnχx(hK).

Concerning the summation over S2, we use Davydov-Rio's inequality for bounded mixing
processes. This leads, for all i ̸= j, to

|Cov(∆k
i ,∆

k
j )| ≤ Cα(|i− j|).

Therefore, using
∑

j≥x+1 j
−a ≤

∫
u≥x u

−a =
[
(a− 1)xa−1

]−1
we get, under the �rst part of

(H4)

|J2,n| =

∣∣∣∣∣∣
∑

(i,j)∈E2

Cov
[
∆k

i ,∆
k
j

]∣∣∣∣∣∣ ≤ C
nm−a+1

n

a− 1
. (9)

The choice mn = (χx(hK))−1/a, permits to get

n∑
i̸=j

Cov(∆k
i ,∆

k
j ) = O(nχ(a−1)/a

x (hK)) for k = 0, 1, 2.

Concerning the variance term, we deduce from (H1) that

V ar[∆1(x)] ≤ C(ϕx(hK) + (ϕx(hK))2) ≤ Cχ1/2
x (hK).

Finally, as a > 2
S2
n = O(nχ1/2

x (hK)). (10)

Now, we apply (8) to ε = λ

√
S2
n logn

nϕx(hK) and r = C(log n)2. It follows that

A2 ≤ Cn1−(a+1)/2χx(hK)−(a+1)/4(log n)(3a−1)/2.

Next, using the left side of (H10) we obtain

A2 ≤ Cn−1−η(a+1)/2(log n)(3a−1)/2.

So, it exists some real ν > 0 such that

A2 ≤ Cn−1−ν . (11)

By means of (10), we show that

A1 ≤ C

(
1 +

λ2 log n

r

)−r/2

= C exp

(
−r/2 log

(
1 +

λ2 log n

r

))
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because of r = C(log n)2, we get

A1 ≤ C exp

(
−λ2 log n

2

)
= Cn−λ2/2.

Thus, for λ large enough :

∃ν ′ > 0, A1 ≤ Cn−λ2/2 ≤ Cn−1−ν′ . (12)

Hence

Tl − IE[Tl] = Oa.co.

√χ
(1/2)
x (hK) log n

nϕ2x(hK)

 for l = 2, 3, 4.

Finally, by following similar arguments used to prove (10) we get

Cov(T2, T4) = O

(
χ
(1/2)
x (hK)

nϕ2x(hK)

)

and V ar[T3] = o

(
χ
(1/2)
x (hK)

nϕ2x(hK)

)
.

which is negligible with respect

√
χ
(1/2)
x (hK) log n

nϕ2x(hK)
. Then, the proof of our Lemma is now

�nished.

Proof of lemma 5.3.2. The bias term is standard is not a�ected by the dependence
condition of (Xi, Yi). So, by the equiprobability of the couples (Xi, Yi) we have

∀y ∈ S, IE[f̂xN (y)] =
1

IE[W12]
IE
[
W12(x)

[
IE
[
h−1
H H1(y)/X

]]]
.

By the classical change of variables t = (y − z)/hH , we obtain :

h−1
H IE [H1(y)/X] =

∫
R
H(t)fX(y − hHt)dt,

therefore

|IE[H1(y)/X]− fx(y)| ≤
∫
R
H(t)|fX(y − hHt)− fx(y)|dt.

Thus, by the assumption (H2) we get that :

∀y ∈ S, 1IB(x,hK)(X)|IE(H1(y)/X)− fx(y)| ≤
∫
R
H(t)(hb1K + |t|b2hb2H )dt.

Hence,

∀y ∈ S, |IE[f̂xN (y)]−fx(y)| ≤ 1

IE[W12]
IE
[
W12(x)

∣∣IE [h−1
H H1(y)/X

]
− fx(y)

∣∣] ≤ C(hb1K+hb2H ).

Proof of lemma 5.3.3.

Using the compactness of S, we can write that S ⊂
∪τn

k=1 Sk where Sk = (tk−ln, tk+ln).
Taking ty = argmint∈{t1,...,tzn} |y − t|, we have
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sup
y∈S

∣∣∣f̂xN (y)− IE[f̂xN (y)]
∣∣∣ ≤ sup

y∈S

∣∣∣f̂xN (y)− f̂xN (ty)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

A1

+sup
y∈S

∣∣∣f̂xN (ty)− IE[f̂xN (ty)]
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

A2

+

+sup
y∈S

∣∣∣IE[f̂xN (ty)]− IE[f̂xN (y)]
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

A3

. (13)

• Concerning (A1) :

sup
y∈S

∣∣∣f̂xN (y)− f̂xN (ty)
∣∣∣ ≤ sup

y∈S

1

n(n− 1)hHIE[W12(x)]

∑
i̸=j

|Hi(y)−Hi(ty)|Wij(x),

≤ sup
y∈S

C|y − ty|
hH

 1

nhHIE[W12(x)]

n∑
i ̸=j

Wij(x)

 ,

≤ C
ln
h2H

f̂xD

≤ C
ln
h2H

. (14)

The second inequality is obtained by considering a Lipschitz argument whereas the
last one comes from the almost comply consistency of f̂xD (see, Lemma 5.3.1). Take
now

ln = n−
3
2
β1− 1

2 , (15)

and note that, because of (H9), we have

ln/h
2
H = o

√χ
(1/2)
x (hK) log n

nhH ϕ2x(hK)

 .

Thus, for n large enough, we can write

sup
y∈SIR

∣∣∣f̂xN (y)− f̂xN (ty)
∣∣∣ = oa.co.

√χ
(1/2)
x (hK) log n

nhH ϕ2x(hK)

 . (16)

• Concerning (A2) : we can write for all η > 0 :

IP

sup
y∈S

∣∣∣f̂xN (ty)− IE[f̂xN (ty)]
∣∣∣ > η

√
χ
(1/2)
x (hK) log n

nhHϕ2x(hK)


= IP

 max
ty∈{t1,...,tzn}

∣∣∣f̂xN (ty)− IE[f̂xN (ty)]
∣∣∣ > η

√
χ
(1/2)
x (hK) log n

nhHϕ2x(hK)


≤ zn max

ty∈{t1,...,tzn}
IP

∣∣∣f̂xN (ty)− IE[f̂xN (ty)]
∣∣∣ > η

√
χ
(1/2)
x (hK) log n

nhHϕ2x(hK)

 .
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all it remains to compute is the following quantity :

IP

∣∣∣f̂xN (ty)− IE[f̂xN (ty)]
∣∣∣ > η

√
χ
(1/2)
x (hK) log n

nhHϕ2x(hK)

 , for all ty ∈ {t1, . . . , tzn}.

The later is given by a straightforward adaptation of the proof of Lemma (5.3.1). To
do that, we consider the following decomposition :

f̂xN (ty) =
n2h2Kϕ

2
x(hK)

n(n− 1)IE[W12]︸ ︷︷ ︸
S1


 1

n

n∑
j=1

Kj(x)Hj(ty)

hHϕx(hK)


︸ ︷︷ ︸

S2

(
1

n

n∑
i=1

Ki(x)β
2
i (x)

h2Kϕx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S3

−

 1

n

n∑
j=1

Kj(x)βj(x)Hj(ty)

hHhKϕx(hK)


︸ ︷︷ ︸

S4

(
1

n

n∑
i=1

Ki(x)βi(x)

hKϕx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S5


which implies that

f̂xN (ty)− IE[f̂xN (ty)] = S1( (S2S3 − IE[S2S3])− (S4S5 − IE[S4S5]) ).

Clearly

S2S3 − IE[S2S3] = (S2 − IE[S2]) (S3 − IE[S3]) + (S3 − IE[S3]) IE[S2]

+ (S2 − IE[S2]) IE[S3] + IE[S2]IE[S3]− IE[S2S3]

and

S4S5 − IE[S4S5] = (S4 − IE[S4]) (S5 − IE[S5]) + (S5 − IE[S5]) IE[S4]

+ (S4 − IE[S4]) IE[S5] + IE[S4]IE[S5]− IE[S4S5]

So, our claimed result is direct consequences of the following assertions

∑
n

znIP

|Sk − IE[Sk]| > η

√
χ
(1/2)
x (hK) log n

nhHϕx(hK)

 <∞, for k = 2, 3, 4, 5, (17)

S1 = O(1) and IE[Sk] = O(1) for k = 2, 3, 4, 5, (18)

Cov(S2, S3) = o

√χ
(1/2)
x (hK) log n

nϕ2x(hK)

 (19)

and Cov(S4, S5) = o

√χ
(1/2)
x (hK) log n

nϕ2x(hK)

 . (20)

Observe that the case k = 3, 5 has been already obtained in Lemma (5.3.1). Thus, we
focus only the case k = 2, 4.
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Firstly, for (17), we use the same arguments as those invoked in the proof of Lemma
5.3.1 and we compute asymptotically

s
′2∗
n =

n∑
i ̸=j=1

|Cov(Λk
i ,Λ

k
j )|,

where

Λk
i =

1

hkK

(
Ki(x)Hi(ty)β

k
i (x)− IE

[
Ki(x)Hi(ty)β

k
i (x)

])
for k = 0, 1.

We split the sum into two sets de�ned by

S′
1 = {(i, j) such that 0 ≤ |i− j| ≤ m′

n}

and
S′
2 = {(i, j) such that m′

n + 1 ≤ |i− j| ≤ n− 1}

where m′
n → ∞. Then

s
′2∗
n ≤

∑
S′
1

Cov(Λk
i ,Λ

k
j ) +

∑
S′
2

Cov(Λk
i ,Λ

k
j ).

On one hand, by (H1) and (H4)-(H7), we have :

Cov(Λk
i ,Λ

k
j ) = IE[Λk

iΛ
k
j ]− IE[Λk

i ]IE[Λ
k
j ]

= IE[∆k
i∆

k
j IE[Hi(ty)Hj(ty)|Xi, Xj ]]− IE2

[
∆k

1IE[H1(ty)|X]
]

≤ C
(
h2HIE[∆k

i∆
k
j ] + h2HIE2

[
∆k

1

])
≤ Ch2H(φx(hK) + ϕ2x(hK))

≤ Ch2Hχx(hK).

On the other hand this covariance can be controlled by means of the Davydov-Rio's
inequality for bounded mixing processes

∀i ̸= j Cov(Λk
i ,Λ

k
j ) ≤ Cα(|i− j|).

Then, by using similar arguments as those invoked in the proof of Lemma (5.3.1)

s
′2∗
n ≤ C(nmnh

2
Hχx(hK) + nm1−a

n ).

We can take

m′
n =

(
1

h2Hχx(hK)

)1/a

,

and we conclude as for the proof of Lemma 5.3.1 that :

s
′2∗
n = O(n(h2Hχx(hK))(a−1)/a). (21)
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The computation of the variance term can be done by following the same ideas as in
bias term given in Lemma (5.3.2) and is based in the fact that

IE[H2
1 (ty)|X] = O(hH) and IE[H1(ty)|X] = O(hH).

Therefore,
V ar[Λk

i ] = O(hHχ
(1/2)
x (hK)).

This last result, together with (21) show that

s
′2
n =

n∑
i,j=1

|Cov(Λk
i ,Λ

k
j )| = O(nhHχ

1/2
x (hK)). (22)

Once again, similar arguments as those invoked for proving Lemma 5.3.1 can be used,
and we obtain successively, for all ϵ r > 1, and k = 2, 4 :

∑
n

znIP {|Sk − IE[Sk]| > ϵ} ≤ Cl−1
n

(
A′

1 +A′
2

)
,

where

A′
1 = 4

(
1 +

ϵ2

rs′2n

)−r/2

and A′
2 = 4cnr−1

(r
ϵ

)a+1
.

To state the desired result we take ϵ = C1η

√
s′2n log n

nhHϕx(hK)
and r = c log n2 and we use

the fact that s
′2
n = O(nhHχ

1/2
x (hK)). We note that A′

1 and A′
2 are exactly the same

as the terms A1 and A2 appearing in the proof of Lemma 5.3.1. We also note that,
the choice of ln made in (15) and our conditions on hK (resp. on χx) are immediately
insuring the existence, for η large enough of some ν > 0 such that :

l−1
n (A′

1 +A′
2) ≤ Cn−1−ν .

Finally, we arrive at

∑
n

znIP

|Si − IE[Si]| > η

√
χ
(1/2)
x (hK) log n

nhHϕ2x(hK)

 <∞. (23)

Let us now prove the result (18) and (25). The proof of this last follows exactly along
the same line as the proof of (22).

Cov(S2, S3) = O

(
χ
(1/2)
x (hK)

nϕ2x(hK)

)
= o

√χ
(1/2)
x (hK) log n

nhHϕ2x(hK)

 (24)

and Cov(S4, S5) = O

(
χ
(1/2)
x (hK)

nϕ2x(hK)

)
= o

√χ
(1/2)
x (hK) log n

nhHϕ2x(hK)

 . (25)

While the proof of (4) is based on the fact that

IE[S2] =
IE[K1(x)H1(ty)]

hHϕx(hK)
, and IE[S4] =

IE[K1(x)H1(ty)β1(x)]

hKhHϕx(hK)
,
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So it remains to evaluate the quantities :

IE
[
Ki(x)Hi(ty)β

k
i (x)

]
, for k = 0, 1.

By conditioning on X1 and by applying Lemma 3 in Barrientos (2007), we obtain
that :

IE
[
Ki(x)Hi(ty)β

k
i (x)

]
= O(hHh

k
Kϕx(hK)). (26)

Leading
IE[Sk] = O(1), for k = 2, 4.

Finally, we arrive at :

sup
y∈SIR

∣∣∣f̂xN (y)− IE[f̂xN (ty)]
∣∣∣ = Oa.co.

√χ
(1/2)
x (hK) log n

nhH ϕ2x(hK)

 . (27)

• Concerning (T3) : because of (H8) and (H9) we have :

sup
y∈S

∣∣∣IE[f̂xN (y)]− IE[f̂xN (ty)]
∣∣∣ ≤ C

ln
h2H

.

Using analogous arguments as for T1, we can show for n large enough that

IP

(
sup
y∈S

∣∣∣IE[f̂xN (y)]− IE[f̂xN (ty)]
∣∣∣ > η

3

√
log n

nhHχx(hK)

)
= 0. (28)

Now, our lemma can be easily deduced from (16), (27) and (28).

Proof of Corollary 4.3.4. By a simple manipulation, we show that :

|fx(θ̂(x))− fx(θ(x))| ≤ 2 sup
y∈SR

|f̂x(y)− fx(y)|. (29)

We use the following Taylor expansion of the function fx :

fx(θ̂(x)) = fx(θ(x)) +
1

j!
fx(j)(θ′(x))(θ̂(x)− θ(x))j ,

for some θ′(x) between θ(x) and θ̂(x). It is clear that, from conditions (U6), (29) and
Theorem 3.4.1, we obtain that :

|θ̂(x)− θ(x)| → 0, a.co.

Next, under condition (U7), we obtain that :

|fx(j)(θ′(x))− fx(j)(θ(x))| → 0, a.co.

Consequently, we can get τ > 0 such that :
∞∑
n=1

IP
(
fx(j)(θ′(x)) < τ

)
<∞,

and we have :
θ̂(x)− θ(x)|j ≤ C sup

y∈S
|f̂x(y)− fx(y)|, a.co.

So, the claimed result is a direct consequence of this last inequality together with Theorem
3.4.1's result.
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Chapitre 5

On the quadratic error of the

functional local linear estimate of the

conditional density

5.1 Introduction

The observation of functional variables has become usual due, for instance, to the develop-
ment of measuring instruments that allow one to observe variables at �ner and �ner reso-
lutions. Then, as technology progresses, we are able to handle larger and larger datasets.
At the same time, monitoring devices such as electronic equipment and sensors (for registe-
ring images, temperature, etc.) have become more and more sophisticated. This high-tech
revolution o�ers the opportunity to observe phenomena in an increasingly accurate way by
producing statistical units sampled over a �ner and �ner grid, with the measurement points
so close that the data can be considered as observations varying over a continuum. Such
continuous (or functional) data may occur in biomechanics (e.g. human movements), che-
mometrics (e.g. spectrometric curves), econometrics (e.g. the stock market index), geophysics
(e.g. spatio-temporal events such as El Niño or time series of satellite images), or medicine
(electro-cardiograms/electro-encephalograms). It is well known that standard multivariate
statistical analyses fail with functional data. However, the great potential for applications
has encouraged new methodologies able to extract relevant information from functional da-
tasets. This Handbook aims to present a state of the art exploration of this high-tech �eld,
by gathering together most of major advances in this area. The main statistical topics (clas-
si�cation, inference, factor-based analysis, regression modelling, resampling methods, time
series, random processes) are covered in the setting of functional data. The twin challenges
of the subject are the practical issues of implementing new methodologies and the theoreti-
cal techniques needed to expand the mathematical foundations and toolboxes. This chapter
and the following, therefore, mixes practical, methodological and theoretical aspects of the
subject, sometimes within the same chapter (cf. Chapter 2 before). As a consequence, these
results should appeal to a wide audience of engineers, practitioners and graduate students,
as well as academic researchers, not only in statistics and probability but also in numerous
related application areas.
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It seems, then, natural to assume that the data are actually observations from a random
variable taking values in a functional space. In this chapter, we are interested in the local
polynomial modeling of the conditional density function when the explanatory variable is of
functional type. Such study is motivated by the fact that the local polynomial smoothing
has various advantages over the kernel method, namely this method has superior bias pro-
perties to the previous one (see, for example Chu and Marron (1991) and Fan (1992) for an
extensive discussion on the comparison between both these methods). Moreover, as noticed
by Fan and Yao (2003) that the conditional density provides a very informative summary
of response variable that allows us to examine the overall shape of the conditional distri-
bution. In the nonparametric functional statistics, the �rst results about the conditional
distribution were obtained in Ferraty et al. (2006). In this last, it is established the almost
complete convergence of the kernel estimator of the conditional density and its derivatives.
the quadratic error of this estimate has been studied by Laksaci (2007). The latter gave the
asymptotic expansion of the exact expression involved in the leading terms of the quadratic
error of the considered estimate. Recently, Ferraty et al. (2010) stated the uniform almost
complete convergence of the kernel estimate of some nonparametric conditional models, in
particular, of the conditional density model.

Since the open question (�How can the local polynomial ideas be adapted to in�nite di-
mensional settings ?�) stated by Ferraty and Vieu (2006), the local linear smoothing in the
functional data setting, have been considered by many authors. We cite, for instance Barrien-
tos et al. (2010), Baìllo and Grané (2009), El Methni and Rachdi (2011) which are concerned
with the local linear type regression operator estimation for independent and identically dis-
tributed functional data. While, the �rst contribution on the local polynomial modeling of
the conditional density function when the explanatory variable is functional were considered
by Demongeot et al. (2010). The authors established the almost complete consistency (in
pointwise and uniform) of a fast functional local linear estimate of the conditional density
when the explanatory variable is functional and the observations are i.i.d. Their study is
extended to dependent case by Demongeot et al. (2011).
In this chapter, we give the convergence rate in mean square of of a fast functional local
linear estimate considered by Demongeot et al. (2010). The expression of this convergence
rate shows the superiority of this method with respect to the kernel method, namely in the
bias terms. It should be noted that the accuracy of our asymptotic results leads to inter-
esting perspectives from a practical point of view, in particular, minimizing mean squared
errors can govern automatic bandwidth selection procedures.

We present our model in Section 5.2. In Section 5.3 we give some notations, hypotheses
and the presentation of the main results. Section 5.4 is devoted to some discussions and
comments on the result. The proofs of the results are relegated to the last section of this
chapter.

5.2 The model

Let us introduce n pairs of random variables (Xi, Yi) for i = 1, . . . , n that we assume drawn
from the pair (X,Y ) which is valued in F × R, where F is a semi-metric space equipped
with a semi-metric d.
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Furthermore, we assume that there exists a regular version of the conditional probability
of Y given X, which is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure on
R and has two-times continuously di�erentiable density, denoted by fx. Local polynomial
smoothing is based on the assumption that functional parameter is smooth enough to be
locally well approximated by a polynomial. In functional statistics, there are several ways for
extending the local linear ideas (cf. Barrientos et al.(2010), Baìllo. and Grané (2009)). Here
we adopt the fast functional locally modeling, that is, we estimate the conditional density
fx by â which is obtained by minimizing the following quantity :

min
(a,b)∈IR2

n∑
i=1

(
h−1
H H(h−1

H (y − Yi))− a− bβ(Xi, x)
)2
K(h−1

K δ(x,Xi)) (1)

where β(., .) (resp. δ(., .) ) is a known operator from F2 into IR such that, ∀ξ ∈ F , β(ξ, ξ) = 0
(resp. δ(ξ, ξ) = 0), with K and H are kernels and hK = hK,n (resp. hH = hH,n) is chosen
as a sequence of positive real numbers. Clearly, by a simple algebra, we get explicitly the
following de�nition of f̂x :

f̂x(y) =

∑n
i,j=1Wij(x)H(h−1

H (y − Yi))

hH
∑n

i,j=1Wij(x)
(2)

where

Wij(x) = β(Xi, x) (β(Xi, x)− β(Xj , x))K(h−1
K δ(x,Xi))K(h−1

K δ(x,Xj))

with the convention 0/0 = 0.

5.3 Main results

In the remainder of the chapter, we set :

ϕx(r1, r2) = IP(r2 ≤ δ(x,X) ≤ r1)

ψl(·, y) =
∂lfx(y)

∂yl

and Ψl(s) = E [ψl(X)− ψl(x)|δ(x,X) = s] , for some l ∈ {0, 2}

We will assume the following hypotheses :

(H1) For any r > 0, ϕx(r) := ϕx(−r, r) > 0 and there exists a function χx(·) such that :

∀t ∈ [−1, 1] lim
h→0

ϕx(−h, th)
ϕx(h)

= χx(t)

(H2) For l ∈ {0, 2}, the quantities Ψ′
l(0) exist, where Ψ′

l denotes the �rst derivative of
Ψl.
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(H3) The function β(., .) is such that :

∀z ∈ F , C1 |δ(x, z)| ≤ |β(x, z)| ≤ C2 |δ(x, z)|, where C1 > 0, C2 > 0,

sup
u∈B(x,r)

|β(u, x)− δ(x, u)| = o(r)

and hK
∫
B(x,hK) β(u, x)dP (u) = o

(∫
B(x,hK) β

2(u, x) dP (u)
)

where B(x, r) = {z ∈ F/|δ(x, z)| ≤ r} and dP (x) is the probability distribution of X.
(H4) K is a positive, di�erentiable function supported withim [−1, 1]. Its derivative K ′

satis�es K ′(t) < 0, for −1 ≤ t < 1, and K(1) > 0.

(H5) H is a positive function, integrable, bounded, symmetric and such that
∫
H(t)dt =

1 et
∫
t2H(t)dt <∞,

(H6) The bandwidths hK and hH satisfy : lim
n→∞

hK = 0, lim
n→∞

hH = 0 et lim
n→∞

nhHϕ(hK) =
∞.

Notice that, (H1) and (H2) are a simple adaptation of the conditions H1 and H3 in Ferraty
et al. (2007) when we replace the metric by some bi-functional δ. The second part of the
condition (H3) is unrestrictive and is veri�ed, for instance, if δ(·, ·) = β(·, ·) or, moreover, if

lim
δ(x,u)→0

∣∣∣∣β(u, x)δ(x, u)
− 1

∣∣∣∣ = 0

because, ∀u ∈ B(x, r), we have

|β(u, x)− δ(x, u)|
r

≤
∣∣∣∣β(u, x)δ(x, u)

− 1

∣∣∣∣ .
The rest of (H3) has been introduced and commented by Barrientos et al. (2010) by giving
a several examples of bi-functional operators δ and β satis�ng this condition. Conditions
(H4)-(H6) are standards and classically used in the context of quadratic errors in functional
statistic.

Theorem 5.3.1. Under assumptions (H1)-(H6), we have that :

E
[
f̂x(y)− fx(y)

]2
= B2

H(x, y)h4H +B2
K(x, y)h2K (3)

+
VHK(x, y)

nhHϕx(hK)
+ o(h4H) + o(h2K) + o

(
1

n hHϕx(hK)

)
with

BH(x, y) =
1

2

∂2fXY (x, y)

∂y2

∫
t2H(t)dt

BK(x, y) = Ψ′
0(0)

(
K(1)−

∫ 1
−1(u

3K(u))′χx(u)du
)

(
K(1)−

∫ 1
−1(u

2K(u))′χx(u)du
)
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and

VHK(x, y) =
(
fXY (x, y)

)(∫
H2(t)dt

)
(
K2(1)−

∫ 1
−1(u

4K2(u))′χx(u)du
)

(
K(1)−

∫ 1
−1(u

2K(u))′χx(u)du
)2


If we set that :

f̂N (x, y) =
1

n (n− 1)EW12

n∑
i ̸=,1

WjiHi(y) and f̂D(x) =
1

n (n− 1)EW12

n∑
i̸=j,1

Wij

where Ki = K
(
h−1
K δ(x,Xi)

)
, Hi(y) = H(h−1

H (y − Yi)), for all i = 1, . . . , n, then we obtain
the following lemmas which will be useful for Theorem 5.3.1's proof.

Lemma 5.3.1. Under the hypotheses of Theorem 5.3.1, we have :

E
[
f̂N (x, y)

]
− fXY (x, y) = BH(x, y)h2H +BK(x, y)hK + o(h2H) + o(hK)

Lemma 5.3.2. Under the hypotheses of Theorem 5.3.1, we have :

V ar
[
f̂N (x, y)

]
=

VHK(x, y)

nhHϕx(hK)
+ o

(
1

nhHϕx(hK)

)
Lemma 5.3.3. Under the hypotheses of Theorem 5.3.1, we have :

Cov(f̂N (x, y), f̂D(x)) = O

(
1

nϕx(hK)

)
Lemma 5.3.4. Under the hypotheses of Theorem 5.3.1, we have :

V ar
[
f̂D(x)

]
= O

(
1

nϕx(hK)

)

5.4 Some comments and discussion

1. Remarks on the model :

In the present work, the functional space of our model is characterized by the regu-
larity condition (H2). Of course this condition is closely related to the existence of

the di�erentiability of the operators
∂lfX

Y (·,y)
∂yl

and fXY (·, y) (cf. Ferraty et al. (2007) for
more discussions on the link between the existence of the derivative of ψl and Ψl). It
should be noted that, this condition is used in order to keep the usual form of the
quadratic error (cf. Vieu, 1991). However, if we replace (H2) by a Lipschitz condition
as :

∀(y1, y2) ∈ Ny ×Ny ∀(x1, x2) ∈ Nx ×Nx,

∥fXY (x1, y1)− fXY (x2, y2)∥ ≤ C
(
|δ(x1, x2)|2 + |y1 − y2|2

)
which is less restrictive than the condition (H2), we obtain a result as follows[

f̂XY (x, y)− fXY (x, y)
]2

= O
(
h4H + h2K

)
+O

(
1

nhHϕx(hK)

)
.

But, such expression of the convergence rate is inexact and can not be used to deter-
mine the smoothing parameter. In other words, this condition of the di�erentiability is
a good compromise for obtaining an expression asymptotically exact of the convergence
rate.
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5.5 Proofs

Proof of Theorem 5.3.1. Since

E
[
f̂XY (x, y)− fXY (x, y)

]2
=
[
E
(
f̂XY (x, y)

)
− fXY (x, y)

]2
+ V ar

[
f̂XY (x, y)

]
the proof of this Theorem is based on the separate calculate separately of the two parts :
bias and variance terms. Then we have to distinguish two stages in this proof. Firstly, for
the bias term, we recall that, for all z ̸= 0, p ∈ N∗, we can write :

1

z
= 1− (z − 1) + . . .+ (−1)p(z − 1)p + (−1)p+1 (z − 1)p+1

z

By using this decomposition for z = f̂D(x) and p = 1 we show that

f̂XY (x, y)− fXY (x, y) =
(
f̂N (x, y)− fXY (x, y)

)
−
(
f̂N (x, y)− Ef̂N (x, y)

)(
f̂D(x)− 1

)
−(Ef̂N (x, y))

(
f̂D(x)− 1

)

+
(
f̂D(x)− 1

)2
f̂XY (x, y) (4)

which imply that :

E
[
f̂XY (x, y)

]
− fXY (x, y) =

(
Ef̂N (x, y)− fXY (x, y)

)
− Cov(f̂N (x, y), f̂D(x))

+E
(
f̂D(x)− Ef̂D(x)

)2
f̂XY (x, y)

As the kernel H is bounded, we can �nd a constant C > 0 such that f̂XY (x, y) ≤ Ch−1
H .

Hence,

E
[
f̂XY (x, y)

]
− fXY (x, y) =

(
Ef̂N (x, y)− fXY (x, y)

)
− Cov(f̂N (x, y), f̂D(x))

+V ar
(
f̂D(x)

)
O(h−1

H ).

Secondly, concerning the variance term, we use similar ideas as those used by Sarda and
Vieu (2000), and Bosq et Lecoutre (1987) to deduce that :

V ar
[
f̂XY (x, y)

]
= V ar

[
f̂N (x, y)

]
−2(Ef̂N (x, y))Cov(f̂N (x, y), f̂D(x))

+(Ef̂N (x, y))2V ar(f̂D(x)) + o
(

1
nhHϕ(hK)

)
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Finally, the proof of Theorem 5.3.1 becomes a direct consequence of Lemmas 5.3.1, 5.3.2,
5.3.3 and 5.3.4.

Proof of Lemma 5.3.1 We start by writing :

E
[
f̂N (x, y)

]
= E

 1

n(n− 1)E[W12]

n∑
j ̸=i,1

WijHi

 =
E[W12H1]

E[W12]
=

1

E[W12]
E [W12E[H1/X]]

(5)

To evaluate the quantity E[H1/X], we use the usual change of variable t = h−1
H (y−z). Thus,

E[H1/X] =
1

hH

∫
H

(
y − z

hH

)
fXY (X, z)dz =

∫
H(t)fXY (X, y − hHt)dt.

As fXY (X, .) is of class C2 in y, then, we can use the Taylor development of order two as
follows

fXY (X, y − hHt) = fXY (X, y)− hHt
∂fXY (X, y)

∂y2
+
h2Ht

2

2

∂2fXY (X, y)

∂y2
+ o(h2H).

Moreover, under (H5), we get :

E[H1/X] = fXY (X, y) +
h2H
2

∂2fXY (X, y)

∂y2

∫
t2H(t)dt+ o(h2H).

which can be re-written as

E[H1/X] = ψ0(X, y) +
h2H
2

(∫
t2H(t)dt

)
ψ2(X, y) + o(h2H).

It follows, from (5), that :

E
[
f̂N (x, y)

]
=

1

E[W12]

(
E [W12ψ0(X, y)] + E [W12ψ2(X, y)] + o(h2H)

)
Now, by the same arguments as those used by in Barrientos et al. (2010) for the regression
function, we show that :

E [W12ψl(X, y)] = ψl(x, y)E[W12] + E [W12 (ψl(X, y)− ψl(x, y))]

= ψl(x, y)E[W12] + E [W12E [ψl(X, y)− ψl(x, y)|δ(x,X)]]

= ψl(x, y)E[W12] + E [W12 (Ψl(δ(x,X))] .

Moreover, since Ψl(0) = 0, for l ∈ {0, 2}, we have that :
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E [W12 (Ψl(δ(x,X))] = Ψ′
l(0)E [δ(x,X)W12] + o(E [δ(x,X)W12]).

Hence,

E
[
f̂N (x, y)

]
= fXY (x, y) +

h2
H
2

∂2fX
Y (X,y)

∂y2

∫
t2H(t)dt+ o

(
h2H

IE[δ(x,X)W12]
E[W12]

)

+Ψ′
0(0)

IE [δ(x,X)W12]

E[W12]
+ o

(
E [δ(x,X)W12]

E[W12]

)
It is clear that,

E [δ(x,X)W12] = E
[
K1β

2
1δ1
]
EK1 − E[K1β1]E[K1δ1β1]E [W12]

= E[K1β
2
1 ]EK1 − (E[K1β1])

2.

Observe that, under (H4), for all a > 0

E[Ka
1β1] ≤ C

∫
B(x,hK)

β(u, x)dP (u)

Using, the last part of (H3) we get :

hKE[Ka
1β1] = o

(∫
B(x,hK)

β2(u, x)dP (u)

)
= o(h2Kϕx(hK))

So, we can see that :
E[Ka

1β1] = o(h2Kϕx(hK)) (6)

Moreover, for all b > 1, we can write

E[Ka
1β

b
1] = E[Ka

1 δ
b(x,X)] + E

[
K1(β

b(X,x)− δb(x,X))
]

and, the second part of (H3) implies that,

E
[
Ka

1 (β
b(X,x)− δb(x,X))

]
= E

[
Ka

111B(x,hK)(β(X,x)− δ(x,X))(

b∑
l=1

βb−l(X,x)δl(x,X))

]

≤ sup
u∈B(x,hK)

|β(u, x)− δ(x, u)|
b∑

l=1

E
[
Ka

111B(x,hK)|β|b−l(X,x)|δ|l(x,X))
]

whereas the �rst part gives,

11B(x,hK)|β(X,x)| ≤ 11B(x,hK)|δ(x,X)| ≤ b.

Thus,

E
[
Ka

1 (β
b(X,x)− δb(x,X))

]
≤ b supu∈B(x,hK) |β(u, x)− δ(x, u)||E[Ka

1 |δ|b(x,X)]

≤ b supu∈B(x,hK) |β(u, x)− δ(x, u)|hbKE[Ka
1 ]

≤ b supu∈B(x,hK) |β(u, x)− δ(x, u)|hbKϕx(hK)

then,
E[Ka

1β
b
1] = E[Ka

1 δ
b(x,X)] + o(hbKϕx(hK))
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Concerning the �rst term, we write :

h−b
K E[Ka

1 δ
b] =

∫
vbKa(v)dP h−1

K δ(x,X)(v)

=
∫ 1
−1

[
Ka(1)−

∫ 1
v

(
(ubKa(u))′

)
du
]
dP h−1

K δ(x,X)(v)

=
(
K(1)ϕx(hK)−

∫ 1
−1(u

bKa(u))′ϕx(−hK , uhK)du
)

= ϕx(hK)
(
K(1)−

∫ 1
−1(u

bKa(u))′ ϕx(−hK ,uhK)
ϕx(hK) du

)
Finally, under (H1), we obtain :

E[Ka
1β

b
1] = hbϕx(hK)

(
K(1)−

∫ 1

−1
(ubKa(u))′χx(u)du

)
+ o(hbKϕx(hK)) (7)

It follows that :

E[W12] = h2Kϕ
2
x(hK)

(
K(1)−

∫ 1
−1(u

2K(u))′χx(u)du
)

(
K(1)−

∫ 1
−1K

′(u)χx(u)du
)
+ o(h2Kϕ

2
x(hK))

and

E [δ(x,X)W12] = h3Kϕ
2
x(hK)

(
K(1)−

∫ 1
−1(u

3K(u))′χx(u)du
)

(
K(1)−

∫ 1
−1K

′(u)χx(u)du
)
+ o(h3Kϕ

2
x(hK)).

Consequently

E
[
f̂N (x, y)

]
= fXY (x, y) +

h2
H
2

∂2fX
Y (x,y)

∂y2

∫
t2H(t)dt+ o(h2H)

+hKΨ′
0(0)

(K(1)−
∫ 1
−1(u

3K(u))′χx(u)du)
(K(1)−

∫ 1
−1(u

2K(u))′χx(u)du)
+ o(h2K)

Proof of Lemma 5.3.2 It is clear that

V ar
(
f̂N (x, y)

)
=

1

(nhH(n− 1)E[W12])2
V ar

 n∑
i̸=j=1

WijHi

 (8)

=
1

(n(n− 1)hH(EW12))
2

(
n(n− 1)E[W 2

12H
2
1 ] + n(n− 1)E[W12W21H1H2]

n(n− 1)(n− 2)E[W12W13H
2
1 ] + n(n− 1)(n− 2)E[W12W23H1H2] (9)

n(n− 1)(n− 2)E[W12W31H1H3] + n(n− 1)(n− 2)E[W12W32H1H3](10)

−n(n− 1)(4n− 6)(E[W12H1])
2
)

(11)
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Observe that the previous lemma gives
E[W12H1]

E[W12]
= O(1). Furthermore, by a simple mani-

pulation and by using (6) and (7) we arrive at :



E[W 2
12H

2
1 ] = O(h4KhHϕ

2
x(hK)),

E[W12W13H
2
1 ] = E[β41K

2
1H

2
1 ](E[K1])

2 + o(h4KhHϕ
3
x(hK))

E[W12W21H1H2] = O(h4Kh
2
Hϕ

2
x(hK)),

E[W12W23H1H2] = O(h4Kh
2
Hϕ

3
x(hK)),

hfill

E[W12W31H1H3] = O(h4Kh
2
Hϕ

3
x(hK))

E[W12W32H1H3] = O(h4Kh
2
Hϕ

3
x(hK))

Therefore, the second quantity is the leading term in V ar
(
f̂N (x, y)

)
. This term can be

evaluated, by the same arguments used in the pervious proof. Indeed :

E[β41K
2
1H

2
1 ] = E

[
β41K

2
1E(H2

1/X)
]

= E
[
β41K

2
1
2
(
y−z
hH

)
fXY (X, z)dz

]
= hHE

[
β41K

2
1
2(t)fXY (X, y − hHt)dt

]
.

From the �rst order Taylor's expansion, we have

fXY (X, y − hHt) = fXY (X, y) +O(hH) = fXY (X, y) + o(1).

Next,

E[β41K
2
1H

2
1 ] = hH

∫
H2(t)dtE

[
β41K

2
1f

X
Y (X, y)

]
+ o

(
hHE[β41K

2
1 ]
)
.

Once again we follow the same steps as in the previous Lemma to write

E
[
β41K

2
1f

X
Y (X, y)

]
= fXY (x, y)E[β41K

2
1 ] + o(E[β41K

2
1 ])

which implies that

E[β41K
2
1H

2
1 ] = hHf

X
Y (x, y)

∫
H2(t)dt

(
E[β41K

2
1 ]
)
+ o

(
hHE[β41K

2
1 ]
)
.
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Combining the last equation with (11) we obtain

V ar
(
f̂N (x, y)

)
=

fXY (x, y)

nhHϕx(hK)

(∫
H2(t)dt

)[
ϕx(hK)E[β41K

2
1 ]

(E[β21K1])2

]
+o

(
1

nhHϕx(hK)

)
. (12)

So, by (7) we obtain :

V ar
(
f̂N (x, y)

)
=

fX
Y (x,y)

nhHϕx(hK)

(∫
H2(t)dt

) [(K2(1)−
∫ 1
−1(u

4K2(u))′χx(u)du)

(K(1)−
∫ 1
−1(u

2K(u))′χx(u)du)
2

]

+o
(

1
nhHϕx(hK)

)
.

Proof of Lemma 5.3.3 The proof of this lemma is very similar to the proof of the Lemma
5.3.2. It su�ces to write :

Cov(f̂N (x, y), f̂D(x)) = 1
hH(n(n−1)E[W12])2

Cov(
∑n

i ̸=jΨ1WijHi,
∑n

i′ ̸=j′ =1Wi′j′)

= 1
hH(n(n−1)EW12)

2

(
n(n− 1)E[W 2

12H1]

+n(n− 1)E[W12W21H1]n(n− 1)(n− 2)E[W12W13H1]

+n(n− 1)(n− 2)E[W12W23H1]n(n− 1)(n− 2)E[W12W31H1]

+n(n− 1)(n− 2)E[W12W32H1]

−n(n− 1)(4n− 6)(E[W12H1]E[W12])

By a simple algebra, we deduce that :

E[W 2
12H1] = O(h4KhHϕ

2
x(hK)),

E[W12W13H1] = O(h4KhHϕ
2
x(hK)),

E[W12W21H1] = O(h4KhHϕ
2
x(hK)), E[W12W23H1] = O(h4KhHϕ

2
x(hK)),

E[W12W31H1] = O(h4KhHϕ
2
x(hK)),

E[W12W32H1] = O(h4KhHϕ
2
x(hK))

Furthermore, as E[W12] = O(h2Kϕx(hK)), we have :

Cov(f̂N (x, y), f̂D(x)) = O

(
1

nϕx(hK)

)
. (13)
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Proof of Lemma 5.3.4 Similarly to Lemma 5.3.2, we write :

V ar
(
f̂D(x)

)
= 1

(n(n−1)(E[W12]))2

(
V ar

(∑n
i̸=j=1Wij

))
= 1

(n(n−1)(EW12))
2

(
n(n− 1)E[W 2

12]

+n(n− 1)E[W12W21]n(n− 1)(n− 2)E[W12W13]

+n(n− 1)(n− 2)E[W12W23]n(n− 1)(n− 2)E[W12W31]

+n(n− 1)(n− 2)E[W12W32]

−n(n− 1)(4n− 6)(E[W12])
2

Because of : 

E[W 2
12] = O(h4Kϕ

2
x(hK)),

E[W12W13] = O(h4Kϕ
2
x(hK)),

E[W12W21] = O(h4Kϕ
2
x(hK)),

E[W12W23] = O(h4Kϕ
2
x(hK)),

E[W12W31] = O(h4Kϕ
2
x(hK)),

E[W12W32] = O(h4Kϕ
2
x(hK))

we have that :

V ar
(
f̂D(x)

)
= O

(
1

nϕx(hK)

)
.

which completes the proof.
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Chapitre 6

Estimation locale linéaire des

paramètres conditionnels pour des

données fonctionnelles : Application

sur des données simulées et réelles

La densité conditionnelle est un outil fondamental pour décrire la relation entre deux va-
riables aléatoires. Dans ce chapitre, nous allons déterminer ce lien par la méthode d'estima-
tion non paramétrique locale linéaire. L'objectif principal est de montrer à l'aide de données
simulées puis réelles l'applicabilité de cette méthode dans le cadre fonctionnel. Dans un
premier temps, nous illustrons le mode conditionnel comme outil de prévision très lié à l'es-
timation de la densité conditionnelle. Ensuite, nous proposons une implémentation facile et
rapide de l'estimateur de la densité conditionnelle proposé dans le chapitre 2. En�n, une
application sur des données réelles prouvera la supériorité de la méthode d'estimation par
polynômes locaux sur la méthode à noyau. Nous abordons également, dans cette étude, de
nombreuses questions d'ordre pratique telles que le choix du paramètre de lissage et des
deux opérateurs β et δ (cf. les chapitres précédentes). C'est pourquoi, nous énumérerons
di�érentes méthodes permettant de faire une sélection optimale de ces éléments.

6.1 Illustration du mode conditionnel

Nous récoltons des observations fonctionnelles générées à l'aide du processus suivant :

Xi(t) = cos((1−Wi)t) + sin(Wit) + bi , ∀t ∈ [0, π] et i = 1, 2, . . . , n

oùWi (respectivement, bi) est distribué selon la loi uniforme U(0, 1) (respectivement, normalN (1, 0.4)).
Nous supposons que ces courbes sont observées sur une grille formée d'une discrétisation en
100 points de l'intervalle (0, π). Ces variables fonctionnelles sont représentées dans la Figure
6.1.
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Time
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−1
0

1
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Figure 6.1 � Les courbes Xi

Concernant les variables réponse Yi, nous les récoltons selon le modèle de régression suivant :

Y = r(X) + ε où r(x) = 4 exp

(
1

1 +
∫ π
0 |x(t)|2dt

)
et ε est une variable aléatoire suivant la loi normale N (0, 0.3). L'objectif de cette illustra-
tion est de montrer l'utilité de la densité conditionnelle dans un contexte de prévision. A
cette �n, nous partageons notre échantillon en deux paquets d'observations : un échantillon
d'apprentissage (Xi, Yi)i=1,...,500 et un échantillon de test (Xi, Yi)i=501,...,550. Pour ce dernier
sous-échantillon (échantillon de test), nous supposons que les valeurs réponses sont inconnues
et nous allons les approximer par θ(Xi), où :

θ(x) = argy max fx(y)

que nous estimons par :
θ̂(x) = argy max f̂(hK ,hH)(x, y)

où

f̂(hK ,hH)(x, y) =

∑n
i,j=1Wij(x)H(h−1

H (y − Yi))

hH
∑n

i,j=1Wij(x)

avec
Wij(x) = β(Xi, x) (β(Xi, x)− β(Xj , x))K(h−1

K δ(x,Xi))K(h−1
K δ(x,Xj))

en considérant la convention : 0/0 = 0.
Dans le but de véri�er l'e�cacité de ce modèle dans cette analyse prévisionnelle, on compare
les quantités (Yi)i=501,...,550 aux quantités (θ̂(Xi))i=501,...,550. Comme nous l'avions mentionné
ci-dessus, la détermination pratique de cet estimateur dépend du choix des paramètres hK ,
hH , β et δ. Concenrnant le choix des paramètres de lissage hK et hH , rappelons que celui-ci
s'appuie sur le critère de sélection qui a été adopté par Ferraty et Vieu (2006) dans le cadre



6.1. Illustration du mode conditionnel 123

de la méthode d'estimation à noyau. En e�et, les paramètres hK et hH s'obtiennent en
minimisant le critère suivant :

pour chaque courbe Xi dans l'échantillon test, err(hK , hH) = |Yi∗ − θ(Xi∗)| (1)

où i∗ désigne l'indice de la courbe la plus proche de Xi parmi toutes les courbes de l'échan-
tillon d'apprentissage. Plus précisément, ces paramètres de lissage sont sélectionnés en mi-
nimisant le critère (1), sur l'ensemble des plus proches voisins. Notons que cette méthode de
sélection est très compatible avec nos jeux des données. Cependant, à notre connaissance, il
n'y a pas eu d'étude théorique qui permet de prouver l'optimalité de cette méthode, même
lorsqu'on utilise la méthode à noyau. D'autre part, le choix des opérateurs δ et β joue un
rôle essentiel. Concrètement, nos résultats théoriques o�rent, sous certaines conditions, une
grande souplesse dans le choix de ces deux opérateurs (cf. les chapitres 2-4). Dans notre
cas, nous nous sommes concentrés sur le cas où β et δ sont issus de la métrique de l'indice
fonctionnel. Plus précisément, nous considérons les opérateurs :

β(x, x′) =< θ1, x− x′ >

Il est clair, qu'avec ce choix, on peut contrôler l'approximation des courbes avec signe (ou
courbes signées). Il est à noter que lorsque les courbes sont très lisses (i.e., régulières), on
peut remplacer le produit scalaire < x, x′ > par < x(q), x′(q) > où la valeur de l'entier naturel
q est choisie en fonction du degré de lissage des courbes. Ainsi, l'opérateur β sera choisi en
fonction des paramètres θ1 et q. Rappelons que les idées dans Ait-Saidi et al. (2007), peuvent
être adaptées a�n de trouver une méthode de sélection pratique pour θ1. Cependant, cette
adaptation, dans le cas de l'estimation de la densité conditionnelle, exige des outils et des
résultats préliminaires supplémentaires (cf. la discussion dans Attaoui et al. (2010)).

Dans cette illustration, nous sélectionnons l'indice fonctionnel θ1 sur l'ensemble des vecteurs
propres de l'opérateur de covariance empirique :

1

100

100∑
i=1

(Xi − X̄)t(Xi − X̄).

Nous renvoyons à Barrientos et al. (2010) pour plus de discussions sur l'importance et la
motivation de ce choix. Finalement, l'opérateur β est choisi en fonction des deux paramètres :

� q : l'ordre de la dérivée des données fonctionnelles.
� q1 : l'ordre de la valeur propre associée au vecteur propre fonctionnel θ1

De même pour l'opérateur δ, nous pouvons prendre aussi :

δ(x, x′) =< θ2, x− x′ >

et nous considérons la même procédure que pour β. Toutefois, nous pouvons identi�er δ à
la métrique d i.e.,

δ(x, x′) = d(x, x′) =
√
< x− x′, x− x′ >

A�n de mettre en évidence ces nombreuses possibilités de choix des paramètres intervenant
dans nos estimations, nous avons e�ectué nos simulations en considérant deux cas et plusieurs
valeurs de q, q1 et q2 (l'ordre de la valeur propre associée au vecteur propre fonctionnel θ2).
A ce statde, nous ramarquons que les résultats sont légèrement meilleurs pour q = 0, q1 = 1
et q2 = 2 (cf. Figure 6.2).
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Figure 6.2 � Les résultats pour δ(., .) = d(., .) et q1 = 1
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Figure 6.3 � Les résultats pour δ(x, x′) =< θ2, x− x′ > où (q1, q2) = (2, 1)
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En conclusion, nous pouvons a�rmé que l'estimation du mode conditionnel, en utilisant
la méthode par polynômes locaux, est très e�cace comme modèle de prévision quand les
données sont de type fonctionnel. Ceci est d'autant vrai, même si l'on ne dispose pas de
résultats théoriques permettant de déterminer automatiquement les di�érents paramètres
intervenant dans l'estimateur. De plus, on constate que ce modèle est facile à manipuler et
que nos programmes garantissent une rapidité certaine dans l'obtention des résultats. D'un
autre côté, on constate que le deuxième choix de δ est légèrement meilleur que le premier
choix i.e., quand δ est identi�é à la métrique. En e�et, nous obtenons :

MSE =
1

50

550∑
i=501

(Yi − θ̂(Xi))
2 = 0.27

pour le premier cas et 0.19 pour le deuxième.

6.2 Illustration de la densité conditionnelle

Dans ce paragraphe, nous gardons le même jeu de données que dans la section précédente
et nous comparons l'estimateur :

f̂(hK ,hH)(x, y) =

∑n
i,j=1Wij(x)H(h−1

H (y − Yi))

hH
∑n

i,j=1Wij(x)

à la vraie densité conditionnelle qui est données par :

fx(y) =
1√
2π

exp(−1

2
(y − r(x))2)

Cette illustration est motivée par le fait que la densité conditionnelle pourrait être utilisée
à d'autres �nalités (le test de multi-modalité des données, l'estimation de la fonction de
hasard,...) et pas seulement comme étant une étape préliminaire à l'estimation du mode
conditionnel. Il est donc très intéressant de montrer l'applicabilité de cette méthode sans
avoir comme objet fondamental l'obtention du mode conditionnel. Le dé� principal est de
trouver des critères de choix di�érents de ceux proposés dans le cas précédent. Pour cela,
nous proposons d'utiliser des idées similaires à celles vues dans le deuxième chapitre pour
la méthode du noyau. Autrement dit, le critère de choix naturel des paramètres hK et hH
est basé sur la minimisation des erreurs :

d1(f̂(hK ,hH), f) =

∫ ∫ (
f̂(hK ,hH)(x, y)− f(x, y)

)2
W1(x)W2(y) dPX(x) dy

d2(f̂(hK ,hH), f) =
1

n

n∑
i=1

(
f̂(hK ,hH)(Xi, Yi)− f(Xi, Yi)

)2 W1(Xi)W2(Yi)

f(Xi, Yi)

où

d3(f̂(hK ,hH), f) =

∫ ∫
IE
(
f̂(hK ,hH)(x, y)− f(x, y)

)2
W1(x)W2(y)dPX(x)dy
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Cependant, pour la détermination pratique de nos paramètres, nous considérons le critère
de validation croisée suivant :

1

n

n∑
i=1

W1(Xi)

∫
f̂−i2

(hK ,hH)(Xi, y)W2(y)dy −
2

n

n∑
i=1

f̂−i
(hK ,hH)(Xi, Yi)W1(Xi)W2(Yi)

où

f̂−k
(hK ,hH)(Xk, y) =

∑n
k ̸=i,j=1Wij(Xk)H(h−1

H (y − Yi))

hH
∑n

i,j=1Wij(Xk)

Il s'agit, en fait, d'une adaptation de l'étude e�ectuée dans le chapitre 2 sur l'estimateur
à noyau de la densité conditionnelle. Avec cette technique, nous obtenons des résultats de
simulation satisfaisants mais l'optimalité asymptotique de la méthode reste à prouver (il
s'agit donc d'une question ouverte). Dans ce qui suit, nous gardons les mêmes opérateurs
β et δ, et nous supposons que W1 = W2 ≡ 1. En�n, nous utilisons les 119 observations
(Xi, Yi) pour calculer l'estimateur de f(y|X120) quand y appartient à l'intervalle [0.9 ×
min

i=1,...,119
(Yi), 1.1 × max

i=1,...,119
(Yi)]. Les résultats de nos investigations �gurent dans la Figure

6.4.

A�n de mettre en évidence le rôle, crucial, des paramètres de lissage dans cette estimation,
nous perturbons ce choix en considérant deux couples de valeurs arbitraires : (1) un couple de
valeurs plus petites que les paramètres optimaux (hK , hH) = (0.29, 1.40) et (2) l'autre couple
comporte des valeurs plus grandes que les valeurs fournies par notre critère, c'est-à-dire, nous
considérons le couple (hK , hH) = (0.66, 3.40). Nous remarquons que le couple de paramètres
optimaux relativement à notre critère fournit des résultats d'estimation nettement meilleurs,
car on aboutit à une erreur quadratique moyenne MSE = 0.002, comme erreur d'estimation,
alors que pour le cas (1) nous obtenons MSE = 0.01 et pour le cas (2) l'erreur MSE = 0.006.

6.3 Application sur des données réelles

Dans cette Section, nous utilisons un jeu de données réelles a�n d'atteindre deux buts. La
première �nalité est de donner la bonne mise en application de notre technique sur le plan
pratique, et la seconde est de fournir une comparaison de l'estimation du mode conditionnel
par la méthode du noyau à celle obtenue par la méthode d'estimation par polynômes locaux.
Pour ce faire, nous considérons les courbes spectrométriques de masse de 197 morceaux de
viande et nous �xons comme objectif la prévision du taux de matière grasse, Y , dans un
morceau de viande connaissant sa courbe spectrométrique de masse, X. Ces courbes X sont
présentées dans la Figure 6.5.

Plus précisément, dans ce qui suit, nous comparons la prévision via le mode conditionnel, en
utilisant les deux quantités θ̂FLM (estimation du mode par la méthode d'estimation fonc-
tionnelle localement linéaire) et θ̂KM (estimation du mode par la méthode d'estimation à
noyau). Pour ceci, nous partageons les 197 observations, disponibles sur le site internet du
groupe de travail STAPH de l'Université Paul Sabatier (Toulouse 3) 1, comme suit : nous

1. http ://www.math.univ-toulouse.fr/staph/npfda/
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 Le cas  où le choix   des paramètres de lissage
par des  validations croisée (h_K,h_H)=( 0.44, 2.40)
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 Le cas  où les paramètres
de lissage sont fixés  (h_K,h_H)=(  0.66, 3.40)
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Figure 6.4 � La densité conditionnelle fx est en pointillés et son estimateur f̂(hK ,hH) est en ligne

continue
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Figure 6.5 � Données spectrométriques de masse

considérons les 170 premières observations comme échantillon d'apprentissage et les 17 der-
nières comme échantillon du test. Pour calculer θ̂FLM , nous utilisons la même procédure que,
dans la première section, pour le choix des paramètres (hK , hH) ainsi que pour l'opérateur
β. Concernant l'opérateur δ, nous prenons :

δ(x, x′) = d(x, x′) =

√∫
(x(q) − x′(q))2

Il est à rappeler que cette métrique pour q = 2 peut être considérée comme la plus adaptée
pour ce type de données. Aussi, nous constatons, ici, que l'opérateur β associé aux mêmes
valeurs (que précédément) i.e., q = 2 et q1 = 69, donne des résultats de prévision optimales
relativement à l'erreur :

MSE(FLM) =
1

17

197∑
i=171

(Yi − θ̂FLM (Xi))

Par ailleurs, pour calculer θ̂KM , nous utilisons le programme dû à Ferraty et Vieu (2006)
téléchargeable sur le site http ://www.math.univ-toulouse.fr/staph/npfda/ STAPH pour la
même métrique d (cf. note de bas de page pour l'adresse Internet). En considérant un noyau
quadratique, nous obtenons les résultats con�nés dans la Figure 6.6.

A partir des résultats obtenus, nous pouvons conclure clairement que, la méthode d'esti-
mation par polynômes locaux est nettement meilleure et plus performante que la méthode
d'estimation à noyau : en fait, on obtient MSE(FLM) = 3.84 contre MSE(KM) = 5.42. De
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Figure 6.6 � Les résultats de prévision pour les deux méthodes d'estimation
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plus, nos résultats sont aussi comparables à d'autres outils de prévision tels que la régression
et la médiane pour lesquelles l'erreur de prévision est de 3.5 pour la régression et de 3.44
pour la médiane conditionnelle (cf. Ferraty and Vieu, 2006).
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Chapitre 7

Conclusion et Perspectives

7.1 Conclusion

Dans cette thèse, nous avons abordé une étude globale de l'estimation de la densité condi-
tionnelle quand la variable explicative fonctionnelle. Deux méthodes d'estimation ont été
considérées, la première concerne la méthode de noyau tandis que la deuxième concerne la
méthode d'estimation par polynômes locaux.

Pour la première méthode nous avons étudié une question cruciale dans l'estimation non
paramétrique par la méthode à noyau. Il s'agit du problème de choix du paramètre de lis-
sage. A ce sujet, nous avons proposé une méthode de sélection automatique pour les deux
paramètres de lissages. L'optimalité asymptotique de notre méthode est obtenue sous des
conditions standards en statistique fonctionnelle. En pratique, cette méthode est e�cace,
très facile à implémenter, et elle s'execute rapidement. De plus, notre critère de choix est
utilisable pour d'autres modèles non paramétriques liés à la densité conditionnelle. Ainsi,
on peut dire que notre contribution donne une réponse pertinente à la question de Ferraty
et Vieu (2006) et elle ouvre aussi des perspectives sur de nombreuses questions de recherche
(cf. le chapitre 2).

Dans la deuxième partie, nous avons considéré une autre approche pour l'estimation de la
densité conditionnelle quand les données sont fonctionnelles. L'estimateur proposé est une
généralisation au cas fonctionnel de l'estimateur par local linéaire introduit par Fan et Gijbels
(1996). Comme résultats asymptotiques nous avons établi la vitesse de convergence presque
complète (ponctuelle et uniforme) et nous avons donné l'expression asymptotiquement exacte
de l'erreur quadratique de cet estimateur. Les expressions des vitesses de convergence ob-
tenues ont la même forme que l'estimateur à noyau, dont les deux structures fonctionnelles
sont bien exploitées. Plus précisément, la dimensionalité du modèle dans la partie biais, alors
que la dimensionalité de l'espace fonctionnel de la variable explicative a été explicité dans
la partie dispersion. De même que dans le cas précédent, ces résultats asymptotiques sont
obtenus sous des conditions très classiques en statistique non-paramétrique fonctionnelle et
que les estimateurs sont facile à utiliser en pratique. De plus l'importance de cette deuxième
partie est aussi exprimé par le nombre important de perspectives de recherce qu'il o�re.
Dans la section suivante, nous listons quelques exemples de ces perspectives.
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7.2 Perspectives

Pour conclure les travaux de cette thèse, nous exposons dans ce qui suit, quelques dévelop-
pements futurs possibles en vue d'améliorer et d'étendre nos résultats.

Sur le choix des paramètres de lissage pour l'estimation local linéaire

Une question naturelle pour l'utilisation pratique de cet estimateur, dans la partie simula-
tion, nous avons considéré le critère de validation croisés suivant :

1

n

n∑
i=1

W1(Xi)

∫
f̂−i2

(hK ,hH)(Xi, y)W2(y)dy −
2

n

n∑
i=1

f̂−i
(hK ,hH)(Xi, Yi)W1(Xi)W2(Yi)

où

f̂−k
(hK ,hH)(Xk, y) =

∑n
k ̸=i,j=1Wij(Xk)H(h−1

H (y − Yi))

hH
∑n

i,j=1Wij(Xk)

L'étude de l'optimalité asymptotique de cette méthode n'a pas été conduite, mais elle consti-
tue une perspective de recherche à court terme.

Sur la normalité asymptotique de l'estimateur locale linéaire

Notons que la normalité asymptotique est importante en pratique et nous permet de déter-
miner l'intervalle de con�ance où de faire des tests statistiques. Dans le futur proche, nous
essaierons d'étendre les résultats de Ezzahrioui et Ould Sa�(2008) sur la méthode à noyau
(cas fonctionnel) pour notre estimateur local linéaire.

L'estimateur locale linéaire dans le cadre spatial

La généralisation de nos résultats au cadre spatial est une suite logique à suivre. Nous
pensons que cette généralisation peut être facilement atteinte par l'adaptation des résultats
de Laksaci (2010) et Rachdi et Niang et Yao (2011).

D'autres perspectives pourraient être traitées à long terme telles que, le cas où les variables
sont entachées par des erreurs d'observations, le processus d'erreur est à longue mémoire,...

Par ailleurs, un autre problème mérite d'être soulevé. Il concerne la généralisation de nos
résultats sur la méthode par polynômes locaux d'ordre supérieur strictement à 1.
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