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Introduction

Ce cours s’adresse aux étudiants de deuxieme année de Licence (Licence 2) en
Mathématiques ou dans des disciplines connexes (Physique, Informatique, etc.). I a
pour objectif de consolider et d’approfondir les concepts fondamentaux de 'algebre
linéaire, en établissant un pont essentiel entre la théorie des espaces vectoriels et ses
applications les plus puissantes.

On commence par des rappels sur les espaces vectoriels, en insistant sur les notions
de base, de dimension et de somme directe, qui sont le langage commun de toute la suite.
Forts de ces fondations, nous plongerons dans le cceur de 'ouvrage : la réduction des
matrices carrées. Vous découvrirez comment simplifier I’étude des applications linéaires
via la diagonalisation, la trigonalisation, et vous serez initiés a la puissante théorie de
la réduction de Jordan.

La théorie trouve ensuite son application la plus concrete dans la résolution des
systemes d’équations différentielles, démontrant la puissance de I'algebre linéaire en
analyse. Enfin, nous explorerons le riche domaine des formes bilinéaires et quadratiques,
puis des espaces vectoriels euclidiens et hermitiens, qui donnent un sens aux notions de
longueur, d’angle et d’orthogonalité, fondamentales pour la géométrie et de nombreux
domaines appliqués.

Nous espérons que ce parcours, reliant rigueur théorique et applications significa-
tives, vous permettra de maitriser ces outils indispensables et d’apprécier 1’élégance et
I'unité de I’algebre linéaire.



Chapitre 1

Rappels sur les espaces vectoriels

1.1 Espaces vectoriels : Definitions

Si K est un corps commutatif, on appelle espace vectoriel sur K un ensemble F
muni de deux lois de composition :
A) Une loi interne dans E, notée + (addition) et qui vérifie :
i) L’associativité : Vz,y,z € E (x +y)+ 2z =2+ (y + 2)
ii) La commutativité Vo,y € E, x +y =y +x
iii) L’existence d’un élément neutre (noté 0, Op pour insister sur I'ensemble E en
question) tel que Vo € E, 2+ 0 = x.
iv) Pour tout = € E il existe un élément noté —x, dit opposé de z, tel que x+(—x) = 0.
B) Une loi externe par laquelle le produit ccx d’'un élément o« € K par un élément = € E,
appartient lui méme a FE, et ce produit vérifie :
i) Une ” associativité externe” :
Ve € E, Vo, B € K, (af)r = a(fz)
ii) Ve € E,Va,p € K, (o + )z = azx + fx,
Vo e K, Vz,y € E, a(x + y) = ar + ay,
iii) L’existence d'un élément neutre (noté 1 ou 1) de K pour la multiplication externe :
Vee E, 1.x = .
Un sous ensemble F' de E est un sous espace vectoriel (s.e.v) si et seulement si
i) F#£10
ii) Si z,y € F, et pour tout «, 5 € K, on a: ax + Py € F.

1.1.1 Bases

Une famille de vecteurs G = (vq,vs.,..,.,v,) d'un espace vectoriel E, est dite
génératrice si tout élément de F peut s’écrire comme une combinaison linéaire d’éléments
de G.ieVz € E, 3oy, a, ., .a € K tel que z = oqvy + aova + .. + v, = Y. i

Définition 1.1 Un espace vectoriel E est de dimension finie st & admet une famille
génératrice ayant un nombre fini d’éléments.
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Définition 1.2 Soit (vy,vs.,..,.,vp) une famille d’éléments d’un espace vectoriel E.
Cette famille est dite liée (non libre), si l'un au moins des vecteurs v; peut s’écrire
comme combinaison linéaire des autres.

Définition 1.3 On appelle base, une famille a la fois libre et génératrice.

Théoréme 1.1 Soit E # () un espace vectoriel de dimension finie. Alors
1) De toute famille génératrice on peut extraire une base.
2) Toute famille libre peut étre completée de maniére a former une base.

1.1.2 La dimension d’un espace vectoriel

Théoreme 1.2 Toutes les bases d’un espace vectoriel ont le méme nombre d’éléments
n, n est appelé la dimension de E et est noté dim E.

Dans un espace vectoriel de dimension n, toute famille de plus de n éléments est
liée. Dans un espace vectoriel de dimension n, une famille de moins de n éléments ne
peut pas étre génératrice.

Théoreme 1.3 Si E est un espace vectoriel de dimension n, alors :
i) Toute famille génératrice de n éléments est une base.
i1) Toute famille libre de n éléments est une base.

Théoreme 1.4 Si E est un espace vectoriel et F' un sous espace de E, alors
i)dim F < dim E
it) dim F = dim F <= FE = F.

1.1.3 Somme et somme directe

Définition 1.4 Si Ey, Es, ., E, sont des sous espaces vectoriels d'un méme espace vec-
toriel E, on définit la somme

i=1

P
S:E1+E2+.+Ep:{er/Elxi€Ei (i=1,2.,.,p) cwecxzzycl}.

Définition 1.5 Si la décomposition © = sz de tout vecteur x € ZE est unique, la
i=1 i=1

somme ZE est dite directe et elle est notée DE; = B D Ey P ... ©E, Si E=0FE

on dzm que E est somme directe des E;

Si E est de dimension finie, alors

dim £/ = dim F; + dim Ey + . + dim E,.
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Théoréme 1.5 Les sous espaces 1, Fs, ., B, sont en somme directe si et seulement si

EyNEy,={0},(E1NEy)N E3={0},..
(E1NEN.NE,;)NE,={0}

Exercices
Ex 1 : Soit I un intervalle ouvert de R, on note par E = C'(I,R?) espace vectoriel
réel des fonctions continues de I dans R3. On pose

feE Vtel,
aexp(—t) + cexp2t
f(t) =1 bexp(—t)+ cexp2t , a,b,ceR
—aexp(—t) + bexp(—t) + cexp 2t
i) Montrer que F est un sous espace vectoriel de C'(I,R?).
ii) Déterminer une base de F' et sa dimension.
Ex 2:Soit E =R3et By = {X(zv,y,2) EE,x=yet 2=0}, Fy =
{X(z,y,2) € E,z=yet x=0}; B3 ={X(z,y,2) € E,x =2z et y =3z}
A-t -on £ = @E;
Ex 3 : Soit f l'application linéaire de R?® dans R? définie par

f(el) = €1 + €9 + €3
f(eg) = 261 — €9 + 263
fles) = —ei+2es—es

olt B =(ey, ey, e3) est la base canonique de R3
i) Ecrire la matrice M de f dans la base B
ii) Déterminer le noyau et I'image de f, on cherchera une base de chacun

d’eux.
iii) Quel est le rang de M.
Soit )
e, = €] — €eg + €3
6/2 = —2e;1 4+ 2e5 + €3
e; = —2e; — ey + 4des

iv) Montrer que B’ = (€], €5, €3) est une base de R?.
v) Quelle est la matrice de passage de B a B’
vi) Calculer de deux fagons différentes la matrice de f relativement a la

base B'.
Ex 4 : Soit f € ¢(R?) dont la matrice relativement a la base canonique
est
0 -1 1
A= 1 0 -1
-1 1 0

i) Déterminer des bases de I'mf et de ker f.
ii) Montrer que I'mf et ker f sont des sous espaces supplémentaires



Chapitre 2

Réduction des matrices carrées

2.1 Matrices semblables, trace et valeur propre
Définition 2.1 Soient E et F deux espaces vectoriels sur un méme corps K, soit
f:E— F, on dit que f est linéaire si f vérifie

Vey€ B, Va,fe K flax+ By) = af(z)+ Bf(y).

Matrice d’une application linéaire

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps K (K = R ou C) de dimen-
sions finies p et g. Soient B = (eq, ea, ...... ,ep) une base de E et Bp = (fi, fa, ...... , fa)
une base de F, et soit f une application linéaire de E a valeurs dans F.

Définition 2.2 On appelle matrice associée a f suivant les bases By et Br la matrice
dont les colonnes sont formées par les images des éléments de la base Bg dans la base
Br. Autrement on a :

( f(€1> = CL11f1 + a12f2 + o + aquq
f(eg) = a21f1 + a22f2 F o + agqfq
4
f(ez) = ailfl + aizfQ F o, + aquq
L f(ep) = ap1f1 + a,pgfg F o + aquq
et on la note
a1 Aasy . . Gp1
M= M(f)pp=| M2 02 o
aiq Qagzq . . Qpq

c’est une matrice (q, p)
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Dans le cas particulier, ou £ = F, f est appelée endomorphisme de F. L’ensemble
des endomorphismes de E est noté ((E).

Exemple 1 On considere dans la base canonique de R?, la matrice de I’application
rotation g autour de l'origine O et d’angle 6. La matrice de g est :

g(e1) = (cosf) ey + (sinf) eq
g(ea) = (—sinf) ey + (cos ) es

cosf) —sind

M(g) =
sinfl  cosf

Exemple 2 Dans R?, considérons l’endomorphisme h qui représente la
Projection sur la premiere bissectrice, parallelement a la seconde. tel que

1
hie;) = 5(61 + ey) pour i = 1,2

1
11

2.1.1 Changement de base

Définition 2.3 St E est un espace vectoriel de dimension finie n, muni d’une base
, . ’ ’ ’

Bgr = (e1, €2, ......,€,), on définit une nouvelle base By = (e, €y, ......,€,) de E de la

facon suivante.

!
€, = P1k€1 + Paxea + .....Pnk€n

Un changement de base, est donc défini par n? scalaires (p;;). Si P = (p;;) est la
matrice des p;;, alors P est appelée la matrice de passage de la base B a la base B;E.
Pour k = 1,2.....n la k éme colonne de P contient les composantes de ¢, dans I’ancienne
base Bg.

Exemple Si dans R?, B = (ey, e3) est la base canonique, on considére la base B’

définie par €] = e; — 2e5 et €, = —e; — e alors la matrice de passage est donnée par
1 -1
P =
-2 -1

Voyons quelle est la relation matricielle entre les composantes d'un vecteur dans 1’an-
cienne base et ses composantes dans la nouvelle base de E. Considérons un vecteur V'
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n
de E qui s’écrit V = > xe; dans la nouvelle base en utilisant I'expression pour les €’
s

K3
en fonction des e;, le vecteur V' s’écrit
/
V = E ijijej
47j

On voit donc que le le vecteur X des composantes de V' dans la base B est simplement
X =PX'.

Dans ce cas, si la matrice de f dans la base B est notée par A, alors, la matrice de
f dans la nouvelle base B’ est donnée par

M(f)p = P 'AP.
Lemme 2.1 Soit f € {(E), alors on a
f est injective <= f est bijective <= [ est surjective.
Lemme 2.2 Soient f et g € ((E), alors
M(go f,B) = M(g, B) x M(f, B)

Notions de matrices particuliéeres :

Définition 2.4 On appelle matrice diagonale une matrice contenant des termes non
nuls que sur la diagonale. On dit qu’une matrice est triangulaire supérieure (resp
inférieure), si les termes au dessous (resp au dessus) de la diagonale sont tous nuls.

Matrices semblables

Définition 2.5 Deux matrices A et A’ appartenant a M, (K) sont dites semblables s’il
existe une matrice inversible P telle que A’ = P~1AP.

On note cette relation A ~ A’. C’est évidemment une relation d’équivalence (vérifier
le).

Proposition 2.1 i) A~ A’ entraine A ~ A" et en particulier : rg(A) = rg(A’)
ii) A et A" sont semblables si, et seulement si, il existe un endomorphisme f de K™ et
deuzx bases B et B’ telles que

A= MB(f) et A/ = MB/(U)

Trace
Définition 2.6 Soit A = (a;;) € M,(K) . On appelle trace de A, le scalaire : Tr(A) =

>aj, la fonction trace est évidemment une forme linéaire sur M, (K).
i=1
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Propriétés On a, pour toutes matrices A, B de M,,(K) :
1)T'r(AB) =Tr(BA)
ii) Tr(*A) = Tr(A)
iii) A~ A= (TrA=TrDB)
Preuve : Notons A = (a;;), B = (b;;). Le terme générique du produit AB est :

n
Cij = E Qitbrj
k=1

et donc :

n n n

i=1

i=1 k=1

k=1 i=1
L’assertion ii) est triviale et enfin si A ~ B, on peut écrire :
B =P AP, Tr(P Y (AP)) = Tr((AP)P™') = trA.

Exercice : Montrer que 1'on ne peut pas trouver de matrices A et B telles que
AB— BA=1.

En effet, supposons le résultat vrai, alors Tr(AB — BA) = Tr(I) =n, or Tr(AB —
BA) = 0 impossible

Valeurs propres et vecteurs propres

Dans tout ce qui suit on note par £ un espace vectoriel de dimension
finie n sur un corps K

Définition 2.7 Soit f un endomorphisme de E on dit que A € K est valeur propre
de f sl existe x € E non nul tel que f(x) = Az
x est dit vecteur propre de f associé a la valeur propre \.

Traduction : Soit £ un K espace vectoriel rapporté a une base B = (eq, ea, ., .; .€,),
felUE)et A= Mp(f):
i) A € K est valeur propre de f si, et seulement si, (f — Midg) est non injective, c’est
a dire si, et seulement si, (A — A\I,,) est non inversible.

Exemple : soit f(z,y) = (z +y,z —y) alors f(z,9) = Mz,y) <= X = V2 et les
vecteurs propres sont de la forme :

Pour A = v2 on a (z,y) = (z,(1 —v/2)z) et pour A = —/2 les vecteurs propres
sont de la forme (z, (1+ \/§)x) por x quelconque dans R
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Théoreme 2.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes
i) A € K est valeur propre de f

i) ker(f — Xe) # {0}

iii) (f — Ae) est non bijective

iv) (A — \I,) est non inversible

v) det(A — AI,,) = 0.
Démonstration : i)<=> ii) soit A une valeur propre de f <= 3z # o tel que
f(x) =X x <= (f — de)x =0 <=z € ker(f — Ae) <= ker(f — Xe) # {0}

ii)<= i) il suffit de démontrer que [non ii) <= non iii)|] i. e. ker(f — Xe) =
{0} <= (f — Xe) est bijective. non ii) <= ker(f — Xe) = {0} <= (f — Xe) est
injective <= (f — Ae) est bijective.

iii)<=> v) on va démontrer que non iii)<=- non iv) Si on a iii) (f — Ae) bijective
de E dans E <= dg € ((E) tel que

(f=Xe)og=go(f—Ae)=ce
d’ou par le lemme (12) on a
M((f = Ae)og) = M(go(f—Ae)) = Mfe)

—
M ((f = Xe)) M (g) = M (g) M ((f = Xe)) = L.

Ainsi (A — M) est inversible<=> non iv). iv)<= v), On applique le résultat qu'une
matrice carrée est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

Proposition 2.2 Soit f un endomorphisme de E et Vi, Vs,.....,V,, des vecteurs propres
associés a des valeurs propres Ay, Aa,.....,\m deux a deux distinctes. Alors le systéeme
(V1, Vo, oo, Vi) est libre.

Démonstration : On procede par récurrence sur m.

Sim=1= {Vi} est libre.

m — 1. On suppose que tout systeme de vecteurs propres associés a m — 1 valeurs
propres deux a deux distinctes est libre :

Considérons maintenant la relation

En multipliant par A, le premier terme de (10) on obtient

> ik Vi =0. (2.1.2)
=1



CHAPITRE 2. REDUCTION DES MATRICES CARREES 11

En faisant la soustraction (10)-(11) on obtient

m—1
> (A= An)Vi=0
=1
or
A=A Z0=a; =0 pouri=1,..m—1et e, =0

Polynoéme caractéristique

Définition 2.8 Soit f un endomorphisme de E et soit M la matrice de f dans une
base quelconque. Les valeurs propres sont les racines {\;} de [’équation polyndomiale de
degré n

det(M — X)) =0
Le polynome det(M — AI) en A sera noté Ps(\) ou plus simplement P(X); Pr(X\) s’ap-
pelle le polynéme caractéristique et det(M — A1) = 0 est [’équation caractéristique.
L’ensemble des valeurs propres {\;}, comptées avec leur multiplicité, s’appelle le spectre

de f: Spf ={\}

Les wvecteurs propres V; de f associés a la valeur propre \; sont les solutions du
systéeme (M — \1)V; = 0.

Pour tout i l’ensemble des vecteurs V' tels que MV = \,V est noté E(\;) :

E\) =A{V € E tel que MV = \;V'}.
est appelé espace propre associé a la valeur propre \;.

Proposition 2.3 E(\) = {V € E tel que f (V) = AV} est un sous espace vectoriel
de E distinct de {0} et qui est stable par f. i.e. f(E\) C E).

Preuve : Par définition E, # {0} . Montrons que E) est un sous espace vectoriel
de E i.e.
flaz + By) = AMax + By) Vo, f € K et Vx,y € E,.

or
flax + By) = af(z) + Bf(y) = a(Az) + B(hy) = Moz + By).
Pour la stabilité, si x € E) a-t-on f(z) € E\?

f(f(x)) = f(Ax) = Af(z) € Ex,
donc E est stable par f.

Proposition 2.4 Deux sous espaces propres associés a deux valeurs propres distinctes
sont en somme directe.
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Preuve pour la structure d’espace vectoriel elle découle de la linéarité de f il reste
a montrer que Ey, N E), = {0}, en effet soit x € E\, N E,,, on a : f(z) = \x et
f(z) = Az, soit \jx = Ao ce qui implique que A\jx — Az = 0, en d’autres termes
(A1 — Ag) x =0, soit x = 0.

Définition 2.9 Soit A € M,(K) , X € Sp(A). L'ordre de multiplicité de la valeur
propre \ est lordre de multiplicité de \ en tant que racine de P(X), i e. Uentier m
e N* tel que

(X — \)™ divise P(X) et (X —\)™ ne divise pas P(X).
Proposition 2.5 Soit f € {(E), A € Sp(f) d’ordre de multiplicité m, on a :
1 <dimFE), <m.

(dim E est appelée multiplicité géométrique de \.)

Preuve : Soit k = dim E). Considérons une base (ey, €9, ., ., .€x) de E et complétons
la en une base B = (eq, e, ., .,.€,) de E on a :
k
(M B
k
_ B L AN=X)I B
P(X) =det(M — \I) = [ 0 - XI_, )

et en développant par blocs :
P(X) = (A = X)*Q(X)
ce qui, prouve que (X — \)* divise P(X) et donc que k < m

Proposition 2.6 Soit f un endomorphisme de E. Le polynome caractéristique de la
matrice M de f est indépendant de la base. Ainsi les valeurs propres sont également
indépendantes de la base et l'on pourra parler du “polynome caractéristique et des
valeurs propres de f7.

Preuve : Dans une base donnée on a : P(\) = det(M — AI). Dans une autre base
définie par la matrice de passage P, la matrice de f est M’ = P~'MP et I’équation
caractéristique P*(\) est

det(M’ — X)) = det(P~'MP — \I) = det(P~'MP — \P~'IP) =

det(P~L(M — M)P) = det(M — M) = P())

Soit P(A) = (—1)"A" + a, 1 A" ' + ... + @y A + ap est le polynome caractéristique
d’un endomorphisme f. Si M est la matrice de f dans une base quelconque alors

ag =det M et a,_1 = (=1)"'Tr(M)
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2.2 Diagonalisabilité

Introduction

Dans la premiere partie on a vu que si f est un endomorphisme dans un espace
vectoriel E et est representé par une matrice M dans une certaine base B de F, alors
la matrice de f dans une base B’ était M’ = P~'MP, ou P est la matrice de passage
de BaB'.

I'idée fondamentale ici est la suivante : partant d’'une matrice M dans une base B,
est il possible de trouver une nouvelle base B’ (et la matrice de passage P) telle que la
matrice M’ = P~'MP soit d’une certaine forme plus simple, plus agréable & manier
que M par exemple une matrice qui n’aurait des termes non nuls que sur la diagonale.

Définition 2.10 On dit qu’un endomorphisme est diagonalisable, si sa matrice est
semblable a une matrice diagonale.

Théoréme 2.2 Soit [ € ((E). [ est diagonalisable si et seulement si il existe une base
de vecteurs propres.

Preuve : Soit B = (ey, ey, ., .; .€,,) une base formée de vecteurs propres f(e;) = \e;.
Alors
A0 0 0
| 0 X 0 O
Mst)=1"9 0 0 o
0 0 0 A\,

I’autre implication est évidente par définition .

Théoréme 2.3 Soit f € ({(E). f est diagonalisable si et seulement si

i) P(\) est scindé sur K (i.e. factorisable sur K a l'aide de facteurs du premier degré
non nécessairement distincts)

ii) Pour tout X\ € Sp(f), d’ordre de multiplicité m, on a : dim E\ = m.

Preuve : Supposons que f est diagonalisable et soit B une base formée de vecteurs
propres de f . On peut écrire alors

0
MB(f) = ’

co o>
co o

0
0
.0
0 A\,

les A\; ne sont pas nécessairement 2 a 2 distincts

P(X) = det(M — A\I) = T1 (A — X)

i=1
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et P(X) est bien scindé sur K . Soit alors, A € Sp(f), d’ordre de multiplicité m, A
apparait m fois dans la diagonale de Mpg(f) et il existe m vecteurs propres associés
a la valeur propre A. Ceci montre que dim E) > m, et d’apres la proposition (psu)
dim E) = m.

Réciproquement : Supposons les conditions de 1’énoncé réalisées,

P(X) = det(M — X1I) = T (\ = X) = (1 = X)™ (A = X)™occ. O — X)™

k k
Zmi =n ZdimE,\i =n=dm£FE.
i=1 i=1

Comme on sait que les sous espaces propres sont en somme directe, on a donc

k
Y E\ = E et f est diagonalisable.

1
Soit f € ((E) admettant n valeurs propres 2 a 2 distinctes, alors f est diagonali-
sable.

Exemples
1) Soit

A= € M,(C).

On trouve aisément que
P(X)=X?+1= (X —i)(X +1)

A est diagonalisable sur C (deux valeurs propres distinctes), elle ne 1'est pas sur R, car
P(X) n’est pas scindé sur R.
2) Soit

P(X)=(1-X)(X?—-8X +16) = (1 — X)(X —4)°

les valeurs propres sont 4 comme racine double et 1 comme racine simple.

2
Ej est la droite engendrée par le vecteur | 1
0
A n’est donc pas diagonalisable
3)
0o 1 1 1
1 0 -1 -1
A= 1 -1 0 -1 € My(R)
1 -1 -1 0
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Recherche des valeurs propres

P(X) = (X —1)}X +3)

dimE; = 3 et dimE_3 = 1 A est diagonisable On peut prendre comme matrice de
passage la matrice

-1 1 1 1
1 100
P= 1 010
1 0 01
la matrice
-3 0 0 0
-1 _ 0 1 00
PAP = 0 010
0 0 0 1
est diagonale.
Exercices
2
Ex 1 Soi F = {Zan cosnt, ou a, sont des nombres réels} .
n=0

i) Montrer que (1, cost, cos 2t) est une base de E.

2 2
ii) Soit 7' : E — E définie par T(>_ a, cosnt) = > n’a, cosnt
n=0 n=0
déterminer les valeurs propres de 71" ainsi que les vecteurs propres associés.
2

d

iii) Montrer que T'(f) = _ﬁf

iv) Déterminer S tel que T? = S.

Ex 2 : Soit £ = R3[X] et soit f: E — E définie par f(P) =P+ P '+ P”

i) Montrer que f € ¢(F) et que f est bijective.

ii) Ecrire la matrice A de f dans la base canonique (1, X, X?, X?3), puis determiner
AL

iii) Montrer que A n’admet qu’une seule valeur propre, quelle est elle 7 Déterminer
les vecteurs propres correspondants, A est elle diagonisable ?

iv) Trouver B telle que A? = B.

Ex 3 : Soit £ = R? et f I'endomorphisme de E de matrice dans la base canonique

1 1 1
0 -1 -1
-1 0 -1
-1 -1 0

— == O

i) Déterminer le polynome caracteristique de A les valeurs propres et les vecteurs
propres
ii) Caracteriser les espaces propres.
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Ex 4 : Pour n réels aq,as,as, ....a, quelconques, on considere la matrice carrée
d’ordre n 4+ 1

0 a; as . . Qp
aq 0 as . . Qp
A ar ay 0 . . an,
Qp,
. . . 0 a,
a, ay as . a, O
i) Montrer que —ay, —as, —as, ...., —a, sont des valeurs propres de A.

ii) Quelle est la derniere valeur propre de A7

iii) Calculer le déterminant de A.

iv) Déduire de ce probleme une méthode simple pour construire une matrice diago-
nalisable non diagonale dont on se donne a priori des valeurs propres qui sont distinctes
et différentes de 'opposé de leur somme.

Ex 5 : Soit A une matrice carrée dont le rang est 1

i) Que peut on dire sur le spectre de A ( ensemble de ses valeurs propres) 7

ii) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si TrA # 0.

Ex 6 : Soit E un R espace vectoriel de dimension finie, et soit f € ¢(FE), on suppose
que f n’a aucune valeur propre.

i) Montrer que dim £ est un nombre pair.

ii) Montrer que tout sous espace stable par f est de dimension un nombre pair.

iii) On suppose dans cette question que, f? = —idg; montrer que dim E est un
nombre pair,

et déterminer le polynome caractéristique de f.

Ex 7 : Soit m un parametre réel, et soit A la matrice a coefficients réels

3Im+1 m-—1 —-m+1
A= dm — 2 2 0
I3m—1 -3m+1 3m+1

i) Pour quelles valeurs de m, A admet des valeurs propres doubles.

0 1
ii) Calculer A| 1 J et A 1
1 0

iii) Pour quelles valeurs de m, A est diagonalisable (resp. trigonalisable)

Applications : Puissances d’une matrice diagonalisable

Soit M € M, (K) une matrice diagonalisable, il existe alors un élément inversible
P tel que
D=P'MP

soit diagonale. On a
M = PDP!
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Désignons par (Ai, Ag, ., ., ., A,) les éléments diagonaux, distincts ou confondus, de D,
on écrit

D :diag()\l,)\g,.,.,.,)\n)
Vg € N* M? = pD1p-!

or
D? = diag( M1, M2 .. A9

L’expression de M? (¢ > 0), s’en déduit
g=0M"=D"=1,.

Les matrices semblables M et D sont inversibles si et seulement si aucun des \; n’est
nul

M= (PDP V) =PD P!
D7l = (LA LAY,

Exponentielle d’'une matrice
Soit A une matrice carrée, on appelle 'exponentielle de A la matrice définie par
oo
ATL
exp(A) = Z —.

n!
n=0

Théoréme 2.4 Si A et B commutent, alors exp(A + B) = exp(A) exp(B).

Preuve : d’une part on a :

(A+ B)"

exp(A+B) = S 20 = Z ZC’kAk’Bn k
n—=0 n! n= On'
0o n C’k
_ ZZ C'kAank _ ZZ nAk:Bnk
n=0h= n=0k=0 1!
© n Ak B k
B nz()kzo (n—k)!
d’autre part
W A" . B" © n Ak Bk
exp(A) exp(B) = anoHanoﬁ - nZOk VK (n—k)!

d’ou I'égalité désirée
FEzxercices :
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1) Calculer exp I, exp AI, A € C, et démontrer que pour tout M € M, (C), exp M
est inversible et déterminer son inverse.

2) On considere
11 1 -1
a=(y o) =0 %)

Calculer exp(A) exp(B), exp(A + B), exp(A)exp(B) et exp(B)exp(A) que peut on
conclure 7.
3) Soit M € M, (C)
i) Montrer que si x est un vecteur propre de M associé¢ a la valeur propre \ alors x
est vecteur propre de exp(M) associé a la valeur propre exp A .
ii) Montrer que
Sp(exp(A)) = {exp A, A € Sp(A4)}.
iii) En déduire que
det exp(M) = exp (TrM).
ATL
Corrigé de 3 ) On sait que exp(A) = > 7, — ainsi si A € Sp(A) : ie. il existe un
n!
vecteur non nul z tel que Ar = A\r d’'ont A"z = A" ! (Az) = MA"" 1z = \"x soit

exp(A)r = Z% = Z% = ng = exp \x
’ n=0 ’ n=0

n=0

Soit exp A € Sp(exp(A))

Inversement On sait d’apres le théoreme T302 qu’il existe deux matrices D dia-
gonale et N nilpotente et une matrice inversible P telle queP 'AP = D + N avec
DN = ND et D est définie par D = diag(Ay, ....... , An) avec (A, ....... ,An) = Sp(A)

Dou A=P(D+ N)P et

exp(A) =expP (D + N)P' = Pexp(D+ N)P ' =P(expDexpN) P!

p
Comme N est nilpotente alors exp N = [ + ZNk—,k et par suite exp Dexp N =
k=0

exp D 4 J ou J est une matrice nilpotente, par conséquent
exp (P_IAP) =P lexp(A)P=expD + J
Soit si o € Sp(exp(A)) alors il existe A € Sp(A) telle que a = exp A d’ou ce qu’il
fallait démontrer
2.3 Trigonalisation

Définition 2.11 Soit f € ((E) on dit que f est trigonalisable, si sa matrice est sem-
blable a une matrice triangulaire.
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Définition 2.12 On dit qu’un polynéme P(X) de degré n dans un corps K est scindé,
si P admet n racines en comptant leurs multiplicités. Cela signifie que P(X) peut
s’écrire

P(X) = oz.l_Tl(X - \),
ou « est le coéfficient du terme du plus haut degré.
Exemple P(X) = X? + 1 est scindé sur C, mais ne l'est pas sur R

Théoreme 2.5 Soit f € ((F) f est trigonalisable, si et seulement si son polyndome
caractéristique est scindé sur K.

Preuve : soit f € ((F) et supposons que f est trigonalisable. Il existe une base B
de F telle que

)\1 * *
0 Ay *

M = MB(f) = 0 02 % )
0 0 0 A,

et alors
n

P(X)=det(M — XI) = il:[1(X - \)
(Car le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des termes de la
diagonale) qui est bien scindé sur K.

Démontrons la réciproque par récurrence sur n, le résultat étant trivial pour n = 1
(ou méme pour n = 0 |) Supposons donc le résultat vrai & un certain rang n — 1 > 1
et considérons E de dimension n, f € ¢(F) tel que son polynoéme caractéristique soit
scindé sur K. Soit A une racine sur K de P(X) (il en existe|) et e; un vecteur propre

associé. Complétons pour obtenir une base B = (eq, ey, .,.;.€,) de E, on a :
Al * ok %
_ _ 0 Ay * AP
M=Ms()=1 ¢ o . . _(o B>
0 0 0 A\,

P(X) =det(M — X1I,) = (X — \)det(B — X1I,,_1).

Comme P est scindé sur K, Alors det(B — X1,,_1) est également scindé et d’apres
I'hypothese de récurrence il existe Q@ € GL,_1(K) telle que Q~'BQ soit triangulaire

supérieure. Posons
10
r=(1a)

_ 10
P (D).

P est évidemment inversible et
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Un calcul par blocs donne alors :

_ 1 0 A% 1 0 A *
rwr= (00 ) (05 ) (0 a)=(0 o)

Ainsi P7'MP est triangulaire supérieure, ce qui prouve que f est trigonalisable et
acheve la démonstration.
Remarque 1 : A est semblable & une matrice triangulaire inférieure si et seulement
si A est semblable & une matrice triangulaire supérieure.
Remarque 2 : Tout endomorphisme est trigonalisable sur C. Car C est algébriquement
clos (tout polynéme de degré n admet n racines distinctes ou confondues dans C).
Exemple
8 =2 1
M = 14 -1 -1
-8 6 —6

La matrice de I'endomorphisme f dont le polynome caractéristique
P(X)=—(X+3)(X —2)?

et qui est non diagonanlisable, le polynome caractéristique est scindé sur R donc on
peut trigonaliser dans R. On cherche une base (ug, us, us) dans laquelle la matrice est
de la forme

-3 a b
T = 0 2 ¢
0 0 2
avec a, b, c a trouver cela veut dire que
flur) = —3uy
flug) = auy + 2us

flus) = buy + cug + 2us

a=0,b=>5,c=1
La matrice de passage est donc

01 1
P = 1 4 2
2 2 —1
et on vérifie bien que
-3 0 5
P'MP=| 0 21
0 0 2
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Interprétation géométrique

Soit F un K espace vectoriel de dimension n , f € ¢(FE) f trigonalisable , soit
B = (e, e, ...,€,) une base de E telle que M (f)p soit triangulaire supérieure
Vk € [1,n]| f(ex) € Vect(ey, e, ..., ;)
k€ [1,n] Gy, = Vect(ey, e, ..., )
i) ke [l,n] dimGy =k
ii) ke [1,77,— 1] Gy, C Gk+1
iii) k € [1,n] f(Gg) C Gg

Réciproquement soit f € /(E) et supposons l'existence d’une famille (G1, G, ..., G,)
de sous espaces vectoriels de E vérifiant 1) ii) et iii). Soit alors e; # 0 € G et pour
k € [2,n] e, un vecteur de Gy \ Gi_1 la famille (e, ey, ..., €,) est clairement une base
de F et M(f)p est triangulaire supérieure.

Définition 2.13 Un corps K est dit algébriquement clos si tout polynome de degré n
a coefficients dans K admet n racines distinctes ou confondues dans K.

Théoréme de Cayley Hamilton

polynémes d’Endomorphismes ou de Matrices

Soit f un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E ( a priori quelconque)
et
P=ay+a X +aX*+...+a,X" € K[X].

On pose
P(f)=aoe+ airf + asf* + ... + a, f" € U(E).

de méme si A est une matrice, on pose
P(A) = agl + a1 A + axA* + ... + a, A" € M,(K)
et on a
(P+aQ)( ) = P(f) +aQ(f)
PQ(f ) P(f) e Q(f)

De plus si x € E telle que f(x) = Az alors;

P(f)(x) = P(A)z.

Polynomes Annulateurs

Définition 2.14 Soit f € ((E) et soit P € K [X]|, on dit que P est annulateur de f
st P(f) =0 (on dit aussi que f annule P

0 1
-1 0
donc A annule le polynome P(X) = X? + 1

Exemple soit A = alors A% = ( ~1 0 > = —1, soit A2+ 1 =0,

0 -1
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Définition 2.15 Soit f € ((E) et soit P € K[X], on dit que P est polynome minimal
de f si P(f) =0 et P est de degré minimal.

Exemple Soit F un espace vectoriel réel de dimension n et soit f € ¢(FE) vérifiant
la relation f2? = —Id.

1) Quel est le polynéme minimal de f 7

Il est facile de voir que f annule le polynome X2 + 1, et qui est donc son polynome
minimal

Théoréme 2.6 f € ((F) est diagonalisable si et seulement si son polynome minimal
est scindé et n’admet que des racines simples.

Théoreme 2.7 Décomposition des Noyaux : Soit E un K espace vectoriel, f €
UE), P,Q € K[X] étrangers alors on a :

ker (PQ(f)) = ker (P(f)) @ ker (Q(f))
Preuve : Soit « € ker P(f), on a :P(f)(xz) = 0 et par conséquent :

PQ(f)(z) = QP(f)(z) = Q(f) o P(f)(z) = 0.

)
Ce qui prouve que ker (P(f)) C ker (PQ(f)). On a de méme ker (Q(f)) C ker (PQ(f)),
et comme ker (PQ(f)) est un sous espace vectoriel de E, on a, a fortiori :

ker (P(f)) + ker (Q(f)) C ker (PQ(f)) .

P et () étant étrangers, 'identité de Bezout montre qu’il existe des polynomes A et B
tels que AP+ BQ =1, i.e:

[A(f) o P(f) + B(f) e Q(f)] (z) = = (2.3.1)

Posons
y=A(f) o P(f)(2), 2 = B(f) 0 Q(f)(2)
et supposons que z € ker (PQ(f)). On a alors

QUN) = Q(f) 0 A(f) o P(f)(2) = A(f) o PQ(f)(x) = A(f)(0) = 0

cest a dire : y € ker (Q(f)).On obtient de méme z € ker (P(f)) et donc puisque
rT=y+z:
ker (PQ(f)) C ker (P(f)) + ker (Q(f))
d’ou
ker (P(f)) +ker (Q(f)) = ker (PQ(f)).
Enfin, soit
v € ker (P(f)) N ker (Q(f).

la relation (*), appliquée a ce vecteur x montre que z = 0 et la somme est bien directe.
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Théoreme 2.8 -de Cayley-Hamilton : Soit E un K-espace vectoriel de dimension
n, f € U(E), P son polynome caractéristique : on a : P(f) =0 € ((F).

Preuve : Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1 er cas : K est algébriquement clos ( usuellement K = C).

soit f € U(E), f est trigonalisable et il existe une base B = (e, eq,.,.;.¢,) de E
telle que

)\1 * ES
. o 0 )\2 *
0 0 0 A,
D’ou .
P(X) = det(M — XT) = TL(X - \)
et

P(f) = (M\id — f) o (Agid — f) o ....o (A\pid — f).
Pour k € [1,n] posons

Gy = vect(eq, ea, ., .; .€) et v = A\pid — f.

les sous espaces G, sont stables par f et G, = E. On a : v,(e,) € G,,_1(La coordonnée
sur e, disparait) et Yk < n, v,(e;) € G,_1 par stabilité de G,,_1), d’ou

Un(Gr) C Gpg.

De méme : v, _1(e,_1) € G,_2 (La coordonnée sur e, ; disparait) et Vk < n — 1,
Un—1(ex) € Gp_o par stabilité de G,,_5), d’ou

Un—1 (anl) C Gn72'

—_—
et donc v,_1 0, (G,,) C Gp_s.
On poursuit ainsi, on trouve

V3 0..70 Up 1 0 U,.(Gy) C Gy

et comme v;(ey) = 0, il vient bien E(?)(E) = {0} i.e. P(f)=0.

2éme cas : K n’est pas algébriquement clos (usuellement K = R ou Q). On
considere la fermeture de K et on procede comme dans le cas précédent (car le chan-
gement du corps de base n’affecte pas les calculs.

Remarque Le polynome minimal divise le polynome caractéristique.

Ezercices

1) Soit E un K espace vectoriel de dimension n > 1 et A € M, (K), montrer que
Vp € N, alors AP € vect {I, A, A%, ....A""1}
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Soit
2 0 4
A=\ 3 —4 12
1 -2 5
Ecrire AP en fonction de I, A et A?
2) Soit :
—6 —15 18
A= -5 —12 14
-6 —14 17

Déterminer son polynome caractéristique Py, ainsi que le reste de la division euclidienne
de X™ (n € N*) par P4. En déduire I'expression de A™ en fonction de n ainsi que exp A.
3) Procéder de méme avec

3 11 -2 —9
1 5 -2 -3
A=115 o 4
1 4 —2 —9

4) Soit A € M,,(K) de rang r, montrer qu’il existe un polynéme P de degré inférieur
ou égal a r + 1, tel que P(A) = 0.
(Utiliser une matrice semblable & A de la forme :

(A0
s=(50)
ou A est carrée d’ordre r et considérer le polynome X.Py,).
Soit
2 -1 -1

A= 1 0 -1
-1 1 2

dont le polynome caractéristique est
2—-X -1 -1

det(A — X1T) = 1 —X -1 | =2-5X4+4X*-X3
-1 1 2-X
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En substituant A, on trouve

2 00 10 -5 -5
21 —HA +4A% — A3 = 020 |- 5 0 =5
0 0 2 -5 o5 10
16 —12 —12 -8 =7 =7
+ 12 -8 —12 — 7T -6 =7 | =
—-12 12 16 -7 7 8
000
=1000
000

Ainsi
2] = 5A —4A% + A® = A(5I — 4A + A?).

Ce qui donne

1 1

2.3.1 Sous espaces caractéristiques

Définition 2.16 Soit E un C- espace vectoriel de dimension n ( plus généralement
un K -espace vectoriel de dimension n de corps K étant algébriquement clos) f € ((E),
A1, Ageen, Mg les valeurs propres de f d’ordres de multiplicités respectifs mq, ma, ms,...mg
on pose

Pr(X) = (=1)"

1=

L==

(X =A™,

Le sous espace
Cixy = ker [(f — Aiid)™]

est appelé sous espace caractéristique associé a la valeur propre \;

Proposition 2.7 i) Vi € [1,k], E(X\;) C Cn)
i) Vi e [LE], f(C(N)) C Cu

k
ii’i) E = '6_910()\1,).

Preuve i) et ii) sont évidents
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iii) Les polynomes (X — \;), pour ¢ = 1,2, ..., k sont premiers entre eux, le théoreme
de décomposition des noyaux et le théoreme de Cayley-Hamilton impliquent que

k k
E =ker Py(f) = & ker[(f = \iid)™] = © Coy.

Remarque : A est diagonalisable si et seulement si

Théoréme 2.9 Soit A € M,(C), Sp(A) = { A1, Xa..., \¢} alors, A est semblable a une
matrice de la forme

v 0 0 0 O
0 7, 0 0 O
0 0 . 0 0
0 0 O 0

0 0 0 0 T

ot chaque bloc T; est trigonale sup de la forme

)\i * *
T, = 0 A =
0 0 N\

Preuve posons f; = f/C,,) donc (f; — )\iz’dc(x))mi est ’endomorphisme nul sur

Cny), donc (X — A;)™ annule f; f; admet A\; pour valeur propre. Soit B; une base de
C(,) trigonalisant f; alors B = UB; est une base répondant a la question.

Définition 2.17 f un endomorphisme de E est dit nilpotent, s’il existe m € N, tel
que fm = 0.

Définition 2.18 On appelle degré de nilpotence d’un endomorphisme f, le plus petit
entier m tel que f™ = 0.

Théoréme 2.10 Soit E un C-espace vectoriel de dimension n, f € ((F), il existe
un endomorphisme diagonalisable, et un endomorphisme n nilpotent, uniques tels que
f=d+netnod=don

Fxercices
Ex 1 Soient A € M, ,(K), B € M, ,(K) avec n > p.
i) Montrer que dans M, ,(K) :

XI,—BA B I Oy \ (L 0., [ XI, B
Opn XL )\ 4 1, )T\ A I Opn XI,— AB



CHAPITRE 2. REDUCTION DES MATRICES CARREES 27

ii) Quelle conclusion en tire t-on pour les polynomes caractéristiques de AB et BA?
étudier le cas out n = p (0, désigne la matrice nulle de M, ,(K)).

010
Ex 2 : Calculer A" pour A= | 1 0 1 |, en effectuant la division euclidienne de
111
X" par le polynome caractéristique de A
8§ —-1 =5
Ex 3 : Soit la matrice A= | -2 3 1 associée & un endomorphisme f de R3.
4 -1 -1

i) Déterminer ses valeurs propres et ses vecteurs propres, ses sous espaces ca-
ractéristiques.
ii) Déterminer une base de R?, dans laquelle la matrice de f est triangulaire avec

cinq coefficients nuls.
Ex 4 : Soient A, B € M, (C). Pour tout réel ¢t on définit G(t) par

G(t) = exp(—tA) exp(—tB) exp(—t(A + B)).

a) Calculer G'(0), G"(0). ( Rappel %exp(t/l) = (exp(—tA))A)
b) En déduire que si pour tout ¢, exp(tA)exp(tB) = exp(t(A + B)) alors A et B

commutent.
Ex 5 : Soit f un endomorphisme d’un C espace vectoriel de dimension finie n.

a) Ecrire 'expression de la trace de f en fonction de ses valeurs propres.

b) Montrer que si f est nilpotente, alors Vk, 1 < k < n, Tr(f*) = 0.
(ou T'r désigne la trace)

c¢) Soient f et g deux endomorphismes d'un C espace vectoriel de di-
mension finie n. On suppose qu’il existe k € C* tel que fog—go f =kf.

Montrer par récurrence sur m € N*, que f"og—go f™ = mkf™, en
déduire que f est nilpotente (On utilise le résultat suivant : f est nilpotente
si et seulement si Vk, 1 < k <n, Tr(f*)=0).

2.4 Reéduite de Jordan

Nous proposons ici un ultime raffinement de la théorie de la réduction des matrices
complexes, en montrant que 1’on peut encore améliorer la forme obtenue du théoreme
en placant un bon nombre de zéros au dessus de la diagonale de chaque bloc T;. La clé
de cette étude réside dans le lemme tres technique suivant :

Lemme 2.3 Soit E un C-espace vectoriel de dimension n, f un endomorphisme nil-
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potent de E, alors, il existe une base B de E telle que [’on ait :

0 e 0 0
00 & O
M=Mgfy=[0 0 . 0
00 0 e,y
00 0 0

avec : Vi, e, =0 oug; =1

Preuve :
Soit p I'indice de nilpotence de f (c’est a dire le plus petit entier ¢ tel que f? = 0)
et pour k € [1,n], posons Nj = ker f* ( donc N, = E et on peut poser Ny = {0}).
On sait que l'on a :
NoCNlc.C.CNp:E.

pour k € [1,p — 1], soit Y, un supplémentaire de Ny dans Ng,; :

Ny @Yy, = Ny
Alors :
i) La restriction de f a Y} est injective.
En effet :

kel"fﬂYkZNlekCNkak:{O}.

i) f(Yr) C Ni. En effet : soit © € f(Y}), on peut écrire x = f(y), avec y € Y}, C
Niy1, d'ont
fF () = fF(y) = 0,s0it : € N

iii) f(Yx) N Nk—1 = {0} . En effet : soit € f(Y)) N Ny_1, on peut écrire z = f(y),
avec y € Y} et :

N x) = fF(y) = 0 soit y € Ny, dotty € Y, NNy = {0}, et z = £(0) = 0.

Ainsi I'image par f d’une base de Y} est une base de f(Y}) que 'on peut compléter en
une base d'un supplémentaire Y;,_; de N,_; dans Ny.

Partons alors d’'un supplémentaire Y,y de N,_; dans N, = E et procédons comme
ci-dessus jusqu’a obtenir un supplémentaire Y; de ker f = N; dans Ns. On a :

E=kerfoY1®.&.0Y,_,

et il n’y a plus qu’a numéroter les vecteurs des bases utilisées de fagon adéquate :
Soit e, un vecteur de base Y,_1,

ep—1 = fley) €Yy o, .cc.;ea = flex) € Yi,e1 = f(eq) € ker f,
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puis soit ey, un autre vecteur de base de Y, 1, esp—1 = f(egp).....jusqu’a épuiser la
base de Y,_;. Comme dimY,_5 > dimY,_;, on réamorce le processus en partant d'un
vecteur de base de Y, o non encore utilisé....Au fur et a mesure la chaine se raccourcit
et les derniers vecteurs utilisés forment une base d’un supplémentaire de f(Y;) dans
ker f.

Finalement, dans la base ainsi construite, I'image de chaque vecteur e; est : soit le
vecteur nul (sil'on est dans ker f), soit le vecteur e;_; ( sil’on est dans I'un des espaces
Yy) et Mp(f) a bien la forme attendue.

Théoréme 2.11 de Jordan : Soit A € M,(C), (M, A2, .,.,.,A\,) le spectre de A, A
est semblable a une matrice de la forme

7y 0

Hoo

0
ot chaque bloc diagonal T; est de la forme

/\i *
0 N\
0 0 N\

T, =

Y

0
*

les coefficients astérisqués valent 0 ou 1.

Preuve :

soit f 'endomorphisme canoniquement associé a A et notons f; la restriction de f
au sous espace caractéristioque C, ( qui est stable). On a : (fi — N\jid)™ = 0 donc
(fi — A\;id) est nilpotent et il existe une base B; de C, ou cet endomorphisme se traduit
par une matrice de la forme du lemme précédent, la matrice de (A; — id) étant scalaire,
il vient :

Mg (fi)=1 0 X * |, les coefficients astérisqués valent 0 ou 1.
0 0 N\

Comme éC’,\i = E = C", la famille B = (B, .,.,.B,) est une base de E et Mp(f) a
i=1

la forme voulue.
Exemple Soit f I’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique
B = (e1,e3.,.,66) est

OO O OO oo
OO oo oo
o O oo~ O
o OO o= O
SO o~ OO
OO = O = O
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en écrivant les images successives des vecteurs de base, on s’apercoit facilement que :
ker f = Vect(ey, e9,e4 — €3) et dimker f =3

ker f2 = Vect(ey, e, €3, €4, €6 — €5) et dimker 2 =5
ker 3 = RS

Posons alors
eg =(0,0,0,0,0,1) € RS \ kerf2

eh = f(es) = (0,1,0,1,0,0) € ker f*\ ker f
e} = f(ey) = (0,1,0,0,0,0) € ker f.

Prenons ensuite
eg =(0,0,0,0,—1,1)

(eh,e5) est alors une base d’'un supplémentaire de ker f dans ker 12
¢y = f(e) = (0,1,—1,,1,0,0) € ker f.

Prenons enfin

eq = (1,0,0,0,0,0)

((e}, €}, eg) est alors une base de ker f).
B' = (€}, €., .,€;) est une base de R® et dans cette base, on a :

010000
001000
0000O00O0

M (f) = 0000710
0000O00O0
0000000



Chapitre 3

Systemes d’Equations
Différentielles

3.1 Généralités

Définition 3.1 : On appelle systéme d’équations différentielles linéaires d’ordre n,
un systeme de n équations différentielles linéaires du premier ordre a n inconnues
x1(t), ., - xp(t), et qui est de la forme :

( % = an(t)x(t) + ara(t)zo(t) + ...... + a1y ()2 (t) + by (t)

d$2

prli a1 ()1 (t) + aga(t)x(t) + ... + g (t) 2, (1) + ba(t) 7 (3.11)
\ % = a2 (t) + ana(t)Ta(t) 4+ oo+ A ()2 () + b, (2)

ot a;; et b; sont des fonctions définies sur le méme intervalle I C R.

Ecriture matricielle

On pose
1(t) bi(1)
x@=| = Bo=| PO | et AW = (ay) € Mu(®)
T (t) bu(t)

1) = A(t)X + B(t) (3.1.2)
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Résoudre (s1) équivaut a chercher I'ensemble des fonctions vectorielles X : I — R”
dérivables et satisfaisant (s1).

Définition 3.2 On appelle systéme homogene associé a (s1) le systeme

%(t) = ADX (3.1.3)

Exemples 1) Il est facile de voir

Xo(t) = < exp3t> ot X,(t) = ( eXth)

exp 3t exp 2t

sont des solutions du systeme suivant sur tout R.

dX . 4 -1
E(t) = A(t)X, ou A(t) ( 5 1 ) .

2) Montrer que
[ 2exp4t [ exp2t
Xalt) = ( 3expdt ) et Xa(t) = ( exp 2t )
sont solutions du systeme suivant sur tout R.

dX \ 1 2
= (1) = A()X, ot A(t) = ( 3 ) ) .

3t —2
—2t+3
systeme linéaire avec second membre suivant

On vérifie facilement que X(t) = ( ) est une solution particuliere du

dX
dt

(1) = A(DX + B(t), ot A(t) = ( 5 ) ) ot B(t) = ( A ) .

3.2 Propriétés

Existence et unicité de la solution

Théoréme 3.1 de Cauchy : Soit I un intervalle ouvert de R A(t) = A = (a;5) €
M,(K) et B(t) = (b;) € M, 1(K) deux fonctions vectorielles continues sur I, soitty € I
et Xo € K™. Alors il existe une solution unique du systeme (s1) vérifiant X (to) = Xo.

Définition 3.3 On dit que X est une solution particuliére satisfaisant la condition
initiale X (to) = Xo.
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Lien entre les solutions de (2.2) et (2.3)

Théoréme 3.2 La solution générale X de (s1) est la somme de la solution générale
Xy, de (sh) et d’une solution particuliére X, de (s1).

Preuve : similaire a celle vue en PC1.

Résolution du systeme homogene

Théoréme 3.3 L’ensemble des solutions S de (sh) est un espace vectoriel de dimen-
ston n sur K.

Preuve : Soit C(I, K™), I'espace des fonctions continues de I a valeurs dans K™.

Propriété d’espace vectoriel évidente

Cherchons maintenant une base de < Soit ty € I et (e;)1<i<, une base de K.

D’apres le théoreme (ca) il existe une solution unique x; de (sh) qui satisfait la
condition z;(ty) = e;. Montrons que le systeme (z;),,,, est une base de 3. Considérons
un élément quelconque X de . Cet élément vérifie X (t) = Xp. Or I(a;) € K™ tel

que
n
X() = ZO&Z‘BZ‘.
i=1
Soit .
Yy = ZCMLZL‘Z
i=1
$ est un espace vectoriel donc y est un élément de &. De plus on a :
n
y(to) = Zaixi<t0) = Xo
i=1
Donc y = X a cause de I'unicité. Alors
n
X = ZO&Z‘.CQ
i=1
c’est a dire que (2;),,.,, est une partie génératrice de 3. Est elle libre ?
n n n
ZO&Z‘Ii =0= ZOélIZ(to) =0= Zaiei — ; = 07 Vi = 1, ....n
i=1 i=1 i=1

CQFD.

Définition 3.4 On appelle systéme fondamental de solutions de (sh) toute base de
Uespace des solutions S de (sh).
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Théoreme 3.4 Une condition nécessaire et suffisante pour que (xi)lgign C S soit un
systeme fondamental de solutions de (sh), est qu’il existe to € I tel que (7i(to))i<;<p
soit une base de K™.

Exemple
d
o = ()
dt dX . 0 —1
<— E(t):A(t)X, ou A(t) = 1 0 ) (3.2.1)
dx
@ = a0
Le systeme
cost sint
Xi(t) = , Xo(t) =
sint —cost

est un systeme fondamental de (s2). En effet pour ¢t =0 on a :

(1) s (%)

qui est bien un vecteur libre dans R2.

3.3 Résolution par application de la réduction des
matrices

Systémes a coefficients constants

%(t) =AX+B (3.3.1)
ler cas : Si A est diagonalisable
Dans ce cas, il existe une matrice inversible P telle
D=P'AP
D = diag(Ai, Agy sy An).
En effectuant le changement de fonction
X = PY.

Le systeme (s3) devient

Y
Oii—t(t) = DY + P7'B.
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On résoud d’abord

dY ) dy;
—-(t) = DY = diag(A, da,-s s, )Y = dz

(t) = \i¥i-

Dont la solution est
yi(t) = ciexp(\it), avec ¢; € K

Pour la résolution de 1’équation complete on utilise la méthode des variations des
constantes.

2eme cas Si A est trigonalisable

Dans ce cas, il existe une matrice inversible P telle
T =P AP
avec T une matrice triangulaire
T = (a;;) avec a;; =0sii < j.
En effectuant le changement de fonction
X = PY.

Le systeme (s3) devient

dy
—(t)=TY + P7'B.
- @) +

On résoud d’abord

dYy dy; -

— (1) =TY == —2(t) = ;aijyi.
dyn
dt

On résoud le systeme régressivement comme des systemes linéaires du premier ordre

avec second membre.
Exemple

(t) = @nnYn, dont la solution générale est y,(t) = ay, exp(A,t), avec o, € K

-1 -1 0
()= AB)X, ohA=| 0 -1 -1 |,
0 0 -1

dX
dt
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x
On pose X = | vy |, on obtient
z

2 = _y_Z

Soit

2 = aexp(—t), y(t) = (ot + B exp(—t), o(t) = (12 + Bt +7) exp(—t)

avec a, 3, et v sont des constantes réelles. Ainsi

aexp(—t)
X(t) = (—at + ) exp(—t)

(G124 Bt + 7) exp(~1)

Dans le cas général, la matrice A admet une réduite de Jordan et le principe est le
meéme.

Exemple

1 00 0

dX . -1 4 1 =2

1 21 0

PO =A-1) (A -2y

1 00 O 10
. . : . B 1 11 1 1 1 0 2
En jordanisant la matrice A, on obtient P = 401 -2 et PTPAP = 00
-1 10 0 00

SN = O

N = OO
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en posant X = PY, Y est solution du systeme

( d

n

(¢ —

dys

—=(t) = 2

dt (t) Y2 + Y3

dys

) = 2

pn (t) Y3 + s

dys
On obtient

Y1 = a1 expt, ys = agexp 2t
Pour p
_éf (t) = 2ys+ys = 2ys + auexp2t

dont la solution de l’équation homogene est agexp 2t pour une solution particuliere
nous procédons par la méthode de la variation de la constante et on obtient

ys = ag exp 2t + ayt exp 2t = (a3 + ayt) exp 2t.

De méme on obtient o
Yo = (az + ast + ?4752) exp 2t.

Et finalement, on calcule X = PY. Pour obtenir la solution générale de (s8).
I) On considere le systeme différentiel linéaire

( dx

% = 823-3/—52
dy dX
= = - — = AX 3.
7 20+ 3y+z2 = 7 (3.3.3)
dz

7 = doe —y—z

1) Calculer les valeurs propres de A, Trouver la réduite de Jordan de A
2) Déterminer la solution générale de (s0), puis la solution vérifiant X (0) = (g, yo, 20)-
3) On désigne par I la matrice unité et on pose B = A — 41, calculer B", exp Bt,
exp At , en déduire I'expression de la solution X tel que X (0) = (o, yo, 20)-
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IT) On considere le systeme différentiel linéaire :

(d

- —4x +y+ z + texp(—t)

dt

dy dX

= — - — =AX + B(t 3.4
7 r—y—2z <— o + () (33)
dz

7 —2rx+y—=z

1) Déterminer la solution générale du systeme homogene.
2) Déterminer une solution particuliere du systeme (h0), puis la solution de ce
systeme en prenant pour ¢ = 0 les valeurs 1, —3 et 1.

3.4 Equation Différentielle linéaire d’ordre n

Définition 3.5 Une équation différentielle linéaire d’ordre n, est une équation de la

forme
d”_x(t) = apx + ald—x + a2d2—x +...+a ﬂ
dtn dt dt? "din -1
ou les a; € R, 1 = 1,2,....... ,n sont appelés les coéfficients de l’équation et b(t) est
appelé second membre de l’équation (E).

+ (1) (3.4.1)

3.4.1 Meéthode de résolution

Considérons la matrice colonne, pour t € R

x(t)
dx

dt
b
X(t) = dt? )
drx

dtn—l
on montre que I'équation (E) est équivalente au systéeme

X
%ﬂﬂ:AX+B (3.4.2)
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ou la matrice est égale a

0O 1 0 O
0 0 1 0 .
. 0
0 0 0 O 1
ag ap Ap—2 QAp—1
et
0
0
B = 0
0
b(t)
On procéde alors de la méme fagon que dans le cas de la situation précédente.
Ezxercices :

Ex 1 Résoudre les équations différentielles suivantes :

a)

B dx Az
— )+ 22— —+2— =0
g () + 20—+ 20
b)
d>x dr d*x
- t _ - - =
=gt aE =0
c)
B dz d?x
—(t 3—+3—=0
AT T
Ex 2 Soit le systeme différentiel
dX

ou

- 1 exp 2t _ 0
A_(—exp—Qt 1 )etB_<expt)'

On effectue le changement de fonction inconnue

Y(t):(ex%—t 0 )X(t)

expt

a) Montrer que la fonction ¢ — X(t) est solution de I’équation (30) si t — Y (¢) est

solution du systeme
X
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0 1 0
Al:(—l 2) etBl:(eXth)

b) En déduire la solution générale du systeme (30).
Ex 3 : On considere

ou

a) Détermier en fonction de a,b, ¢ le polynome minimal de A et en déduire I’ensemble
S ={(a,b,c) € R? tels que A est diagonalisable} .

b) Déterminer une réduite de Jordan de A.

Ex 4 : Soit dans M5(R), la matrice

4 1 1 =3 4
o o0 o0 3 =2

A=] -1 -1 0 5 -4
-1 -1 -1 5 -3
-2 -1 -1 3 =2

associée a un endomorphisme f .
On suppose que P4(X) = (1 — X)3(2 — X)? et on pose C; = ker(4A — I)3 et
Cy = ker(A — 21)? et soit f; = la restriction de f & C} et f, = la restriction de f & Cy.
i) Trigonaliser f; puis fo.
ii) Déterminer D diagonale, N nilpotente telle que A = D + N avec ND = DN.
Ex 5 : Soit

01 0
A=[01 1 |er®)
1 —1 2

a) Trouver la réduite de Jordan B de A ainsi qu’ une matrice inversible P telle que
B = P 'AP.

dX
b) Résoudre le systeme suivant e AX.

Ex 6 : En utilisant la réduite de Jordan, résoudre le systeme suivant

dx

gt

4y

gt

z

dt

Ex 7 : Résoudre les systemes suivants
dx

a) 3_5
dt

= —1lz+ 8y — 162
= 2v—y+22

= 10z — Ty + 14z

= y+texpt

= 20 —y+t?
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dX
b) _9 oﬁA—(l_l é)etB—((S)mt)
X(0) = 2125
25

Ex 8 : Résoudre les équations différentielles suivantes

d>x d?x  dx
Cr 0% M9 = 0
ar car a T

d3x d*x dx
b) 53543 tr = 0
Ex 9 : Soit A € M, symétrique, montrer que sp(A) est réel.( Calculer de deux
facons différentes TXAX, ou TX désigne la transposée de X et X est un vecteur
propre de A).
Ex 10 : Soit f € ¢(E) nilpotent d’indice de nilpotence p, déterminer le spectre de
f, et montrer que f — e est inversible.

Application : Pour a,b,c € R calculer I'inverse de la matrice

a)

1 a b c
01 a b
A= 001 a
00 0 1

Ex11 : Si f € {(E) est nilpotent d’indice de nilpotence p, et g € ¢(E),tels que f et
g commutent alors, f o g est nilpotent.
Ex 12 : Jordaniser la matrice suivante

3 1 0
A=\ -4 -1 0
4 8 =2

Ex 13 : On considere la matrice suivante :

1 -1 2 -2
0 0 1 -1
B = 1 -1 1 O
1 -1 1 O

a) Déterminer le spectre de B, ses espaces propres et leurs dimensions.

b) Soit f € ((E) canoniquement associé & B, calculer ker f2, ker (f —id)” et
ker (f — id)* & ker f2

¢) Déterminer f; = frker f2 et fo = frker (f —id)>.

d) Jordaniser f; et fo , et en déduire une réduite de Jordan de B .
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Ex 14 : On considere le systeme différentiel linéaire :

(dx
— = —dx+y+ z+texp(—t)
dt
dy dX
- = —y — — — =AX + DB(t 3.4.5
Y roy-2s S SAX4B(O)  (345)
d

\ d_i = 20+y—z+exp(2t)

1) Déterminer la solution générale du systeme homogene.
2) Déterminer une solution particuliere du systeme (h), puis la solution de ce
systeme prenant pour ¢t = 0 les valeurs 1, —3 et 1.

3.5 Formes Bilinéaires

3.5.1 Introduction

On se souvient qu'une forme linéaire dans un espace vectoriel £ sur un corps K est
simplement une application linéaire f de E dans K.

3.6 Rappels sur les Formes linéaires

Définition 3.6 Si E est un espace vectoriel sur un corps K (non nécéssairement de
dimension finie). Une forme linéaire f est une application f de E — K qui est linéaire.

Notation : L’ensemble des formes linéaires de £ dans K sera noté ((E, K) = E*,
est appelé espace dual de E.

Théoréme 3.5 ((E, K) est un K-espace vectoriel de dimension n, si dim E = n.

Preuve : Soit B = (eq, ey, ...... ,€én) une base de F et f € ((E,K), pour z € E on a

n
Tr = E €T;€;
i=1

On considere les n formes linéaires de £ définies par

e;(ej) = 0y 1 <14,j <n.ou d; est le symbole de Kronecker
1sii=j
dij =
0sii#j
B* = (e, €5, ......,e") est appelée base duale de E*.

Une forme bilinéaire généralise cette idée quand f est une application b de Ex E —
K qui possede les propriétés suivantes :
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Définition 3.7 Si E est un espace vectoriel sur un corps K (non nécéssairement de
dimension finie). Une forme bilinéaire b est une application b de E x E — K qui est
linéaire en chacune des deux variables :

b(x+y,2) =b(x,z)+ by, 2)

b(z,y + z) = b(z,y) + b(, 2)
b(Azx,y) = Ab(x,y) = b(x, \y) Ve,y,z € E, VA € K.

(Sauf avis contraire, tout ce qui suit suppose que E est de dimension
finie n.)
Remarque : Nous avons Vz,y € E

b(0,y) = b(z,0) = 0

b(—z,y) = —=b(z,y)
b(—ﬂ?, _y) = b(.%’, y)

Notation : L’ensemble des formes bilinéaires de E' x E dans K sera noté (5(E, K).
Théoréme 3.6 (,(E, K) est K -espace vectoriel de dimension n?.

Preuve : Soit B = (e, ea, ...... ,€en) une base de F et b € l5(E, K), pour x et y on a

n n
Tr = E Tie; ety = E Yi€;.
i=1 =1

On considere les n? formes bilinéaires de E définies par
bij(z,y) = 2y, 1<i,j<n.
Montrons que By = {b;;},, ;,, est libre :
Z &ijbij:0:?>04ij:0a ISZ,]STL
1<i,j<n

on prend x = e et y = ¢; alors

Z aijbij(er, ) = oy =0

1<i,j<n

La famille est elle génératrice : Soient x,y € FE, alors

b(l', y) = b(z Ti€4, Z ylez)
=1 =1
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et par la bilinéarité de b on trouve

b(x,y) = Y wyblese)) = Y byle,y)By avec B = bles, ;).

1<i,j<n 1<ij<n

b= > byby.

1<i,j<n

D’ou

Ce qui acheve la preuve du théoreme.
Représentation matricielle d’'une forme bilinéaire
Ecrivons deux vecteurs x et y dans une base quelconque de E, B = (eq, e, ...... L €n)

n n
x = g xrie; ety = E yiei
i=1 =1

par la bilinéarité de b, on vérifie facilement que

n
b(x,y) = Z z;y;b(ei, €5).
ij=1
Ainsi, on voit que toute forme bilinéaire est connue une fois que ’on connait b, sur tous
les couples (e;, e;) de la base B ( un peu comme une application linéaire elle est connue
une fois connues les images des éléments de la base). Il parait naturel de considérer la
matrice

M(b)p = (ble;, ej))1gi,jgn
de M, (K). Si on note

T U1

T2 Y2
X = et Y =

Tn Un

alors

b(x,y) = Z ziy;b(ei, e;) = X M(b)gY

ij=1
ot 'on rappelle que *A1*désigne la transposée de la matrice A.
Exemple : Dans R3

b(x,y) = x1y1 + 222y — T3y + T1Y3

est une forme bilinéaire et que

b(z,y) = X+

O =
o N O
O O =

>~<
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Ex Les formes suivantes sont elles bilinéaires

b(r,y) = xy1 + 227292 — T3y + Y3
et

b(z,y) = xy+ 2953?42 — T3Y1 + T1Y3.

Effet du changement de base

Proposition 3.1 Soient B et B’ deux bases de E et soit P la matrice de passage de
B a B'. Alors
M'=P+MP.

Preuve : On a :
X = PX'soit Xt = (PX)" = (X)" (P)" et
Y = PY', T =(PY)" =) (P)*"
donc on a :
bla,y) = X M(b)sY = (X')" (P)" M(b)sPY' = (X')" (MY

d’ou le résultat cherché.
Remarque : Il faut noter ’analogie de cette derniere formule avec celle concernant
le changement de base pour les endomorphismes

Théoréme 3.7 Une forme bilinéaire b sur un espace vectoriel E réel (K = R) sera
dite symétrique si Vr,y € F
b(z,y) = b(y, x)

Elle est dite antisymétrique si Vx,y € E

b(ZE, y) = _b(yv LL')

Elle est dite alternée siVx € E
b(x,z) =0

Elle sera dite définie positive si
iNv e E, b(x,z) >0
ii)b(z, ) =0 <=z =0.

Lemme 3.1 b est antisymélrique <= b est alternée.
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Preuve : Supposons b antisymétrique, alors

b(ZL‘, y) = _b(yv x)

donc b(x,z) = 0 i.e; b est alternée.
Réciproquement si b est alternée alors :

0=blz+y,x+y) =bxzz)+bly,y)+blx,y) + by, z) soit b(z,y) = —b(y,z) (3.6.1)

Notation : L’ensemble des formes bilinéaires symétriques de F x E dans K sera noté
%2 (E ) K )

L’ensemble des formes bilinéaires antisymétriques de F x E dans K sera noté
Ay(E,K).

Une matrice A = (a;5);; € M,,(K) est dite symétrique si

Q5 = gy, ie. A= 14L

Exemple : les matrices suivantes sont symétriques

@ (55 )

Soit b € Jo(F, K), B = (€1, €3, ...... ,€n) une base de E et soit A = Mp(b) la matrice
associée a b suivant la base B. Alors b est symétrique si et seulement si A est une
matrice symétrique.

Preuve : Supposons b symétrique alors :

[ES —

5 1
2 8
8 0

aij = b(ei, ej) = blej, e;) = aj;

donc A est symétrique.
Supposons que A est symétrique

b(z,y) = b(;%ei,zlyj@j) = Y mb <€i7;yj€j>
1= Jj= J=

= Y wb (6@2%%) = Y b <Zyjej7€z‘>
=1 7=1 =1 7j=1

= lez Zlyjb (ej.6i) = Exi‘zlyjb (ed,e;)
i=1 j= i=1 j=

= b(ya [L’)
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donc b est symétrique
Expression d'une forme bilinéaire symétrique
Soit b € S(F, K), B = (e, €3, ...... ,en) une base de F. Si

n n
T = inei et y = Zyiei et a;; = b(e;, €)
i=1 i=1

on a :

n

n n n n
b(z,y) = E TiYjai5 = E ATy = E a5 %3Y; + E g AT Y
1,5=1 1,7=1 i=1 i=1,i#j j=1

ainsi
n

b(ac, y) = Z Qi T3Y; + Z Qi TiY; + Z Q3525Y;

i=1 1<i<j=n 1<i<j=n
ainsi une forme bilinéaire symétrique s’exprime par :

n

b(z,y) = Zaiixiyi + Z (zjyi + 2iy3) aij.

i=1 1<i<j<n

Exercice : Montrer que S(E, K) est un sous espace vectoriel de lo(F, K) de

n(n+1)
2

dimension dont une base est

By = {bj;, bij+0bji/i#j}.

Et que
EQ(EvK) = C\?Q(EvK) @AQ(EaK)

Définition 3.8 Une forme bilinéaire b qui est symétrique et définie positive s’appelle
un produit scalaire et sera notée (x,%). Un espace vectoriel réel E muni d’un produit
scalaire s’appelle un espace préhilbertien si E est de dimension infinie et un espace
euclidien si E est de dimension finue.

Rang et Noyau d’une forme bilinéaire

Proposition 3.2 Si b est une forme bilinéaire sur un espace vectoriel E. On appelle
“rang de b” [rgb] le rang de la matrice M qui représente b dans une base donnée. Si
M et M’ sont les matrices de b dans les bases B et B', rg(b) = rg(M) =rg(M') =
le rang de b ne dépend pas de la base. Le déterminant de M appelé descriminant de
la forme b dépend de la base, mais sa nullité, ou non nullité, est invariante par un
changement de base :

det M = 0 < det M' = 0.
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On dira que b est non dégénérée si rg(b) est maximum :
rg(b) =n <= rg(M)=n<=det M #0:

ces définitions sont cohérentes puisque le rang et la (non) nullité du déterminant sont
wmvariants par un changement de base.

Démonstration : L’invariance du rang de la matrice provient du résultat suivant
rg(AP) = rg(PA) = rg(A)

si P est inversible. Si M et M’ sont les matrices de b relativement aux bases B et B’,
respectivement, remarquons :

rg(M') = rg(P*MP) = rg((P*M) = rg(M)
(puisque P et de P+ sont inversibles). L’invariance de la (non) nullité se deduit de
det M’ = det (PTMP) = det (M) det (P?)

Alors det (M) = 0 si et seulement si det M’ = 0, puisque det (P) est toujours # 0.
Insistons sur le fait que le rang de b ne sera pas la dimension de 'image de b. En
effet cette image, qui est incluse dans K, est soit {0} (de dimension 0) soit K (de
dimension 1). Par contre on va maintenant voir que rg(b) peut étre considéré comme
la dimension de I'image d’une certaine application linéaire dont la matrice est M ( La
matrice de b dans une base donnée B).
Considérons 'application

J:FE — E*, E* désigne le dual de £
définie de la facon suivante :
J: yeFE — J,: définie par Jy(x) = b(z,y).

En d’autres termes I'image J, d'un vecteur y est la forme linéaire en x (paramétrée en
quelque sorte par y) qui & x fait correspondre b(z,y). On peut alors voir que la matrice
de I'application qui a y fait correspondre la forme linéaire J, : J,(z) = b(x,y) n’est
autre que M, lorsque la base utilisée dans E* est la base B* duale de B. On a alors la
proposition suivante :

Proposition 3.3 La matrice de application J est M, et donc, le rg(b) de la forme
bilinéaire b est le rang de J au sens classique des applications linéaires, c’est a dire
la dimension de Im(J) = la dimension de lespace des formes linéaires J, : J,(v) =
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b(z, y).
On appellera noyau de la forme bilinéaire b- noté N(b)- le noyau de J :

N(b) = {ye€FE tel que J,(z) =b(x,y) = 0}
= {y € E tel que b(xz,y) =0 Vz € E}.
La forme bilinéaire est non dégénérée si et seulement si
det M £0 <= N(b) = {0}
< {ye€ L tel queVx € E b(z,y) =0 } = {0}.
Enfin le théoreme de la dimension, appliqué a J, permet d’affirmer que
dim £ =n = rg(b) + dim N(b).
Exemple
soit b(x,y) = (y1 +y2 — y3)o1 + (Y1 — 3ys)a2 + (—y1 — 3y2 — 3y3)zs

que l'on peut également écrire b(x,y) = XTMY avec

1 1 -1
M = 1 0 =3
-1 -3 -3

On vérifie que rg(b) = 2 et cherchons le noyau de b, c’est a dire les y tels que les formes
linéaires J,(x) = b(x,y) soient nulles= les y tels que b(x,y) = 0 pour tout x. Il faut
donc que

yity2—ys3 =0

y1 — 3y3 = 0 .

—y1—3y2—3ys = 0
ce systeme est exactement celur que ['on obtient quand on cherche le noyau de [’ap-

plication linéaire dont la matrice est M. On trouve que la solution Y est de la forme
Y1 =3\ Y2 =2\ y3 = A\

Exercices
Ex 1 : Soit E = C(R) 'espace vectoriel des fonctions de R a valeurs dans R

continues. Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit T': E — R définie pour tout f
b

de E par T'(f) = / f(t)dt.

a
Montrer que T est une forme linéaire.
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Ex 2 : Dire si les applications suivantes sont des formes bilinéaires de R? x R? dans

R

a) b(x,y) = z1y1 + Ta2y2 + 3x3ys + 621y3 + 222y1 — 32y + w3y + 1.
b) b(x,y) = x1y1 + T2yo + 323y + 335392_1-

¢) b(z,y) = z1y1 + 3x3y3 + T3Y1.
Ex 3 : Soit b: R? x R® — R définie dans la base canoniue par

b(z,y) = x1y1 + oY + 3x3y3 + 6213 + 2x2y1 — 3TaYs + 3T3Y1 + T3Yo

i) Ecrire la matrice de b dans la base canonique. Calculer le rang de b, N(b) = noyau
de b, et b(z,y) pour x = (2,—1,0) et y = (5,15, 1).

ii) Ecrire la matrice de b dans la base (vy,v9,v3) ou v; = (1,1,1) vy = (0,1,1) et
Vs = (0, O, 1)

Ex 4 : Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur K ( K = R ou C). Soit B =
(e1, e, e3) une base de E . Pour tout A € K on définit I'application by de E' x E dans
K parV(z,y) € ExX E

ba(z,y) = A1y1 — 221y + Ax1ys + ay1 + (A + 2)22ys + 223Y2 — AT3ys

a) Ecrire la matrice associée a by dans la base B. Pour tout A\ € K, by est elle
symétrique ?
b) Déterminer suivant les valeurs de A le rang de by. Pour quelles valeurs de \ est elle
dégénérée.
Ex 5 : Soit £ un espace vectoriel de dimension 3 sur R, B = (ey, 5, €3) une base de
E. Soit ¢ : E — R définie par p(x) = 22 — 22 + 222 + 27129 — S8wox3 — 47173.

a) Montrer que ¢ est une forme quadratique

b) Déterminer la forme bilinéaire symétrique associée a . Soit b cette forme bi-
linéaire

c¢) Déterminer la matrice associée a b par rapport a la base B.

d) La forme bilinéaire b est elle dégénérée ? Déterminer son noyau et son rang.

Ex 6) Soit la forme bilinéaire

b:R*xR* =R
définie dans la base canonique par

b(x,y) = x1y1 + Tay2 + 3x3ys + 6x1y3 + 2x2y1 — 3x2ys + 3x3y1 + T3ye.

N

a) Ecrire la matrice de b dans la base canonique; calculer N (b), rg(b) et b(x,y) ou
x=(2,—-1,0), y = (5,15, 1).
b) Ecrire la matrice de b dans la base (vy,v9,v3) ot vy = (1,1,1),v9 = (0,1,1),v3 =

(0,0, 1).
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3.7 Formes quadratiques

Définition 3.9 Soit b € l5(E, K), on appelle forme quadratique associée a b, l'appli-
cation q de E dans K définie de la fagon suivante :

q(z) = b(x,z),Vr € E.
Exemple
i=1

est associée la forme quadratique

q(z) = Z i

On note 'ensemble des formes quadratiques Q(E), qui est un espace vectoriel.
Remarque L’application

p: 5B K) = Q(E)
b —q

définie par ¢(x) = b(z,z), n’est pas bijective car si ¢ est associée a b, comme YV €
S(E,K)ona:¢(z)=0(x,x) =0V € E,onapb+l)=q.

Proposition 3.4 Q(FE) est isomorphe a So(FE, K).

Preuve Soit =
I (B, K) - QF)

b = I(b) =g
ou ¢ est définie par ¢(z) = b(x,x).

g(z+y) = blx+y,x+y)
= b(x,z) +b(x,y) + by, x) + b(y,y)
= q(x) +q(y) + 2b(z, y)

d’ou
[q(x +y) — q(z) — q(y)]

N | —

b(z,y) =
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ainsi [ est surjective. Soit ¢ € q(z) + q(y), g associée a b € S(E, K) alors

Y(z,y) = [b(z +y,z +y) —b(z,r) — b(y,y)]

[g(x +y) —q(z) —q(y)] = %

1
2
_ %[b(:l:,y) + by, 7)) € (B, K)

I est injective
I(b1) = 1(b2)

c’est a dire que ¢; = ¢5. Or

1
biz.y) = Slale+y)—al) - aly)
= b(z,y)
1
= 3 [2(z +y) — @2(7) — ¢2(v)]
donc by = by et I est injective.
Conséquence
1
dimg Q(E) = @

Définition 3.10 b € 39(E, K) est appelée forme polaire de q image de b par I.

Représentation matricielle d’'une forme quadratique :

Soit B = (eq, €9, ...... ,en) une base de F
I
n )
T = Z T€; X =
i=1
xn

On sait que q(z) = X+ M(b)gX ot M(b)p = (b(ei, ej)).

q(z) = 2”: ayrs + 2 Z LTG5
i=1

1<i<j=n

est la représentation explicite de q.

52
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3.7.1 Caractérisation des formes quadratiques

Théoreme 3.8 Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) q est une forme quadratique sur E

ii) Il existe une base B = (eq, ea, ...... ,en) de E et une matrice symétrique A telle que
q(r) = X+AX

iii) Il existe b € So(E, K), unique telle que
q(z) = b(z, x)

i) Pour toute base B = (ey, €, ......,e,) de E et pour tout x = >  x;e; q(x) est un

polynome homogene en x; € K d’ordre 2.
Exemple : £ = R? et 2 = z1e; + 7265 un élément de E. Pour
q(z) = 17r/ (21 + 29 5in 0)*d0
0

™

=17 [ (2% + 21129506 + 22sin” §)do

0
i 1-— 20
= 17r/ {x% + 2x1298in 6 + x% (—0208 )1 do
0

1 in20\1"
=1r {x%@ — 22129 cOS 0 + 5:763 (9 — SH; )]

1
=1r {x%ﬂ +4x129 + 51‘%7{[

est une forme quadratique car c¢’est un polynome homogene de degré deux.

Définition 3.11 Si q est une forme quadratique, les vecteurs x tels que q(x) = 0 sont
dits isotropes, et constituent le cone isotrope

c(q)={z tels que q(x) = 0}

3.8 Orthogonalité

Soit b € Jo(F, K) et ¢ la forme quadratique associée a b.

Définition 3.12 i) On dit que x et 'y, éléments de E, sont orthogonaux par rapport a
b (ou aq) sib(z,y) =0. On note ceci be_y

i1) Deuz parties de E, M et N sont dites orthogonales par rapport a b (ou a q) si tout
élément de M est orthogonal a tout élément de N, b(x,y) = 0. On le note M LN.
iii) L’orthogonal de M noté

M+ ={zcE, b(x,y) =0,Yy € M}

c’est 'ensemble des éléments de E qui sont orthogonauz a M.
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Remarque : 1) M~ est un sous espace vectoriel de E.
Exemples : 1) Soit b € $y(E, K), arbitraire, on a {0} = E.
2) Pour E = R? et b(x,y) = x1y1 + 223> dans la base canonique de F, on a :

{(1,2)}L = {(l’l,l'Q) ek / T+ 229 = 0}
3) Considérons dans R? la forme quadratique de R? définie par

q(z) = 2] + 25 + 225 — 1129 + 4379

1
L5 0 /g
g(x) = (zr,22,03) | _L | m | = XTAX.
2 23
0 2 2

La forme polaire qui lui est associée est donnée par

1
b(z,y) = x1y2 + oY + 223y — 5 (woy1 + T1Y2) + 222Y3 + 223Y5.

3.8.1 Classification des formes quadratiques

Théoréme 3.9 ( Loi d’inertie de Sylvester), Soit q une forme quadratique de
rang v (0 < r < n). Alors il existe une base B = (ey,eq,....,e,) orthogonale de E

relativement a laquelle q s’écrit sous la forme suivante pour tout v =Y x;e;
i=1

qa) =af+ a3 +a5+ . .ad—al  — ... (3.8.1)
avec p un entier qui ne dépend que de q. En particulier p ne dépend pas de la base B.

Preuve Soit B; = (f1, f2, ..., fn) une base orthogonale de F dont les éléments sont

classés de sorte que
b(fi, fi)=Xi>0pouri=1,.....p

b(f;, fj) =X <O0pourj=p+1,...r
b(fe, fe) =0pour k=r+1,...,n

alors
A 0 0 00O
0 X 0 0O
M(b, By) = 0O 0 X 0O
0O 0 0 0O
0O 0 0 0O
On pose

TN



CHAPITRE 3. SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
I

Y
er=fe, r+1<k<n

€; = 7p+1§]§7”

Alors
B = (€1,€2,..,€p, €pi1y s €1y €rplyeney €n)

est une base de E dans laquelle

10 0 0 0
01 0 0 0
Mb,B) =00 -1 0 0
00 0 —10
00 0 0 0

n
donc pour tout z = ) x;e;, on a :
i=1

q(r) = XM (b, B)X Zx—Zx

p ne dépend pas de la base B.
Si

v=) mei=) ylf;
i=1 j=1
avec (e;) et (f;) deux bases de E et
P T
Syt Yy Sy
1=1 Jj=p+1 j=s+1

donc

SRR ST SR 9

Jj=s+1 =1 Jj=p+1
Si s > p on choisit
T € vect [€pt1seecCpy ey €] NveEct [f1, ... fsl
F G

On a: FFNG # {0} car sinon on aura :

dim(F 4+ G) =dim F +dimG <n

55
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d’ot (n —p)+s <n=p>scequiest en contradiction. Donc il existe z # 0,z €
FNG, or

relF =z =ay=... =x,=0
et
T EG = Ysi1 = Yss2=-n. = Yp = Ypgl = oo =y, =0
et de la relation (***) on a :
Z?J?+ Zx§:0:y1=y2= ----- =ys =0
=1 j=p+1

donc z = 0, contradiction avec z # 0. Donc 'hypothese s > p est fausse de la méme
maniere on écarte 'hypothese s < p donc p = s.
Décomposition en carrés des formes quadratiques par la Méthode de Gauss.

Raisonnons par récurrence, et supposons qu’on sache mettre toute forme quadra-
tique ¢ sur K™ ! sous la forme

les u; étant des formes linéaires indépendantes par rapport a x1,%s,....,x,_1. Soit alors
q(z1,29,....,xp_1, ) une forme g sur K"
ler Cas : ¢ contient un terme en z? et peut s’écrire

q(z) = /\1x% + 2R(z2y ooy Tp1, Tp) 1 + S(T2y ooy Tp1, Ty)

avec Ay # 0
R(xa, ...., Ty_1, x,) étant une forme linéaire par rapport a x2,x3,....,x, et S(xg, ..., Tn_1, Tp)
une forme quadratique en (g, ...., Tp_1, )
2 2
R R
Q(SL’l,IQ, ey Tp—1, ;Un> = )\1 <$1 + )\— - )\— + S(ZEQ, ey $n,1,$n>
1 1
ou R est mis pour R(zs,....,T,_1,%,). Par hypothese de récurrence
T
R2
_ 2
S(T2y oy Tp1, X)) — = g i
1 _
=2
ou les (u;) sont des formes linéaires indépendantes par rapport & g, ...., Tp_1, Tp.

R
En posant u; = a1 + ™ -
1

q(z) = i PR TS
i=1
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2&me cas ¢ ne contient pas de terme en z? (avec un changement d’indexation des z;)

q(x) = azyzy+ R(x3, .00 Tpo1, Tp)T1
+ S(zgy .oy p1,2n)xo + T(X3, 0oy Ty1, Tp)
a # 0, R et S étant des formes linéaires en s, ..., ,,_1, ,, T une forme quadratique
en rs,...., Tp—_1,Tp
On écrit
S R RS S R
@) =a|lzi+—) (ot —)——5|+T (21 +— ) 22+ —
a a a a a
ou .
1 (ui — u3)
R S
Uy =21 +T2+ — + —
a a
R S
Ug = T] — Ty — — + —.
a a
Enfin
RS
T— "= \ul

Ce qui acheve la preuve .

Définition 3.13 On appelle signature de q le couple (p,r —p) ou p désigne le nombre
de carrés précédés du signe plus et r — p désigne le nombre de carrés précédés du signe
moins dans la relation (**).

Exemple : dans R* la forme quadratique
q(w) = 2] + a5+ 5 — 2]

a pour signature le couple (3, 1).

Définition 3.14 Deux formes quadratiques sont dites équivalentes sur un méme espace
vectoriel E si elles ont la méme signature.

Exemples
qX) = yz+zzx+ay

= (z+2)(y+2)—2*
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q est une forme de rang 3, de type (1,2).
Dans R*, on considere la forme quadratique

q(X) = 2% +2y*+ 322 — 2zt +tx + 3xy — yt

= 322 -2z+4q
AN
= 3(=-2) ==
(Z 3) 3+Q1
t2 t2
n-g = x2+2y2—§+t:z:+3xy—yt
1 | £
= —(t+3y)| — - ((t+3y)?+2y*— = —yt
[$+2(+y)1 2 ((E+3y) + 2y — = —ut,
or 9 7
1 t 1 5
—((t+3y)*+2 — — —yt = ——y* — —t* — —yt
243y +2y° — o —y VAT LY
17
= ——((y+5t)* + th
Ainsi , )
t 1 1 17
q(X):?)[z—g] +{x+§(t+3y)] _Z[y+5ﬂ2+?t2'

q est une forme de rang 4 et de signature (3,1)
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Chapitre 4

Espaces Vectoriels Euclidiens

Soient K = R, F un R espace vectoriel de dimension finie n, b € So(E, K) et ¢ la
forme quadratique associée a b.
4.1 Formes positives et formes définies positives

Définition 4.1 On dit que b est positive si Vo € E b(z,z) > 0 ou q(x) > 0. On dit
que b (resp. q) est négative si Vx € E b(x,x) <0 (resp q(x) < 0.

Remarque Si b est négative alors (—b) est positive.
On ne considére que les formes positives.

Définition 4.2 Soit E un espace vectoriel sur R, on appelle norme sur E, toute ap-
plication

p: E—RF
qui vérifie
i)plx)=0<=2x=0
i) p(ax) = |a|p(r),Va € R
iii) p(x +y) < p(x) + p(y).
On note
p(x) = =]

Théoréme 4.1 Soit b € So(E,R) définie positive et q sa forme quadratique associée,
alors Uapplication :

v € E = p(x) = [b(z,2)]? = [g(x)]7 € R*

est une norme sur F.

59
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Preuve :

NI

p(x) = bz, )] = [q(2)]2 =0 = 2 =0
p(\x) = Az, Aa)]? = || p(x)

p(x+y) = bz + v,z +y)]* < bz, 2)]? [b(y, y)]?

en utitlisant I'inégalité de Minkowski, on aura ce qu’il fallait.

4.1.1 Propriétés

Théoréme 4.2 Soit B = (eq, ey, ...... ,en) une base de E orthogonale relativement a
la forme b. Alors on a l’équivalence suivante b est positive <= (Vi = 1,2......,n)
b(ei, 61) Z 0.

Preuve : Condition suffisante,

b(l’, ':L‘) = b(z Xi€4,y ijej) = Zl’?b(ez, ei) Z 0.
i=1 j=1 j=1

Théoréme 4.3 Inégalité de Schwartz : Si b est positive alors ¥(z,y) € E X E, on
a:
[b(w, y)]* < bla,x) x by, y)-

Démonstration : Soient A € R, z,y € F on a :
0 < b(x+ Ay, + Ay) = Nb(y,y) + 2\b(z,y) + b(x, 7)
Si b(y,y) # 0 on a : 'inégalité si et seulement si le déscriminant du trinome est négatif
A" = b, )] = b, 2)b(y, y) < 0.

Sib(y,y) =0on a:
2X0(z,y) + b(x,x) > 0,Ve,y € E.

Donc b(z,y) = 0 et I'inégalité desirée est satisfaite car sinon par exemple supposons
b(z,y) > 0 alors

b(z,x)
2\ + >0
b(z,y)
Il suffit de prendre
N < b(x,x)
20(z, y)
pour avoir une contradiction.
Inégalité de Minkowski
1 1 1
[g(z +y)]* < [a(2)]* + [a(y)]?
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Preuve
bz +y,z+y)=0b(y,y) +2b(z,y) + bz, z) = q(x) + q(y) + 2b(z, y),

ce qui implique que

gz+y) < q(@)+aly) +2[q(@)]? x [ay)]2

Noyau d’une forme positive

Théoréme 4.4 Si b € $y(E, K) est positive alors N(b) = E+ = I ensemble de tous
les vecteurs isotropes de b que l’on notera I.

Démonstration : on a déja vu que N(b) C I. soit « € I donc b(z,x) = 0, alors
0 < [b(z,y)]* < b(x,x) x b(y,y) =0, Yy € E.

ceci implique que
b(r,y) =0Vy € E = x € B+

Soit b € Iy(F, K) positive, non dégénérée. Alors le seul vecteur isotrope est le
vecteur nul.

En effet : N(b) =1 = {0} .

Définition 4.3 On dit que b (resp q) est définie si le seul vecteur isotrope est le vecteur
nul c’est a dire : b est définie <= [b(z,x) = 0=z = 0]

Remarques i) on voit que si b est positive non dégénérée alors b est définie.
ii) Si b est définie alors b est non dégénérée car N(b) C {éléments isotropes} = {0} .
Ainsi on a I’équivalence suivante, si b est positive :

b est définie <= b non dégénérée

iii) En général, la réciproque de ii) est fausse : Soient z = ( il ) et y = < ?le )
9 2

exprimés dans la base canonique de R? et b(z,y) = z1y;1 — T2y2 on a vu que b est non
dégénérée. Cependant b n’est pas définie car b((1,1),(1,1)) =0et (1,1) #0.

Lemme 4.1 Soitb € Sy (E, K) q sa forme quadratique associée de signature (p,r —p).
On a : les équivalences suivantes :

i) b est définie positive si et seulement si n =1 ( la signature de b est (n,0)

ii) b de rang r est positive si et seulement si la signature de b est (r,0).
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Preuve : Soit By = (f1, f2, ..., fn) une base orthogonale de F

b(z,x) =q(x) = zi:xfb(fz, fi) = zr: <xz b(e;, ei)>2

i=1
doncp=r=r—p=0.
FExercices
Ex 1 : Lesquelles des expressions suivantes definissent elles des formes quadratiques,
donnez leur forme polaire et la matrice de la forme bilinéaire associée :

i) q(z) = 27 + 2179 — 1173 + 3T3T9 — T3

“) Q(x) =21+ 179 — 21273 + 3T3T9 — {I,'g
Ex 2 : Soit ¢ € Q(F) et s € l5(E, K) sa forme polaire. Montrer que
1
s(z,y) = 7 lale +y) — gz —y)].

Ex 3 : Déterminer les vecteurs isotropes de la forme quadratique ¢ sur R3.
q(z) = x% + 31’% - 8x§ — 4x129 4 22123 — 102379

Ex 4 :Soit £ = R?
qg: E —R

T — 2 — 2119

i) Montrer que ¢ est une forme quadratique.

ii) Ecrire la matrice associéee a ¢ dans la base canonique de F.
iii) Déterminer le noyau et le rang de q.

iv) Déterminer I’ensemble des éléments isotropes de g.

Ex 5 : Soit £ = R*

f: EXE —R

(T, y)  — 21y + Toy2 + T3Ys — TaYs

i) Déterminer le rang de f.
ii) Soit
F={zx€FE, ©1=ux9et x3=u14}
Déterminer F'+ et F' N F*, que peut on conclure pour F.
Ex 6 : En utilisant le méthode de Gauss et en discutant suivant les
valeurs du parametre A € R , décomposer en combinaison linéaire de carrés
de formes quadratiques indépendentes, la forme quadratique ¢ définie par

q(z,y, 2) = 2% + 22y + My + 2 \yz + 2



CHAPITRE 4. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS 63

Dans chaque cas on donnera le rang et la signature de q.

Ex 7 : Soit By = (e, €3, e3) la base canonique de R?

q : R?® — R définie par q(z,y,2) = 2 +y* — 22

i) Soit f la forme bilinéaire symétrique associée a g. Calculer f(X,Y)
pour X et Y € R3.

ii) Vérifier que By est orthogonale pour f, et trouver la matrice A
représentant f dans By.

iii) La forme f est elle dégénérée

Ex 8 Soit (£, q) un espace euclidien, on désigne par N la norme associée a q et par
b la forme polaire de g. Montrer que

i) N(z) =N(y) <= bz +y,x —y)=0

i) [N(z +y)]° = [N(@)]" + [N(y)]* <= b(z,y) = 0.

iii) Soit = un élément de E non nul, montrer que N(x +y) = N(x) + N(y) si et
seulement si il existe « € RT tel que y = ax

Ex 9 : Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur R, B = (e, €9, e3) une base
de E. Soit ¢ : E — R définie par ¢(r) = 2?2 — 223 + 31179 — 227973 — T1T3.
a) Montrer que ¢ est une forme quadratiue
b) Ecrire la matrice A associée a ¢ par rapport a la base B.
c¢) En déduire la forme bilinéaire symétrique associée a . Soit f cette forme bilinéaire
d) Retrouver f sans utiliser A
e) La forme bilinéaire f est elle dégénérée ? Déterminer son noyau et son rang.



Chapitre 5

Espaces Vectoriels Hermetiens

5.1 Formes Hermitiennes

Dans ce chapitre le corps de base est K = C

5.1.1 Forme Sesquilinéaire

Définition 5.1 Soit E un espace vectoriel sur C, et h une fonction de E'x E dans C,
. On dit que h est une forme sesquilinéaire si
i) h est semi linéaire ( ou anti-linéaire) par rapport a la premiére variable. Précisement,

V(z,y,2) € E3 VYo € C, h(z + oy, z) = h(z, z) + ah(y, z).

( La condition de semi-linéarité , et non de linéarité, signifie donc qu’on prend le
conjugué du compleze).
i) h est linéaire par rapport a la deuzieme variable, c’est a dire

Y(z,y,2) € E*Ya € C, h(z,y+ az) = h(z,y) + ah(z, 2).

Une forme sesquilinéaire est appelée forme hermetienne si elle vérifie en outre la pro-
priété de symétrie suivante

Vo,y € E, hy,x) = h(z,y)

Les formes hermetiennes sont ’analogue pour les C-espaces vectoriels des formes
bilinéaires symétriques des R-espaces vectoriels. En particulier, la condition de symétrie
hermetienne permet d’imposer a h(zx,z) d’étre réel. Signalons que dans certains livres,
une forme sesquilinéaire est linéaire par rapport a la premiere variable et semi- linéaire
par rapport a la deuxieme.

Théoreme 5.1 L’ensemble des formes sesquilinéaires est un C- espace vectoriel noté
S,(E,C) de dimension n?

64



CHAPITRE 5. ESPACES VECTORIELS HERMETIENS 65

Matrice associée et représentation matricielle de h.

Soient B = (ey, €3, .....e;,) une base de E et h € S,(E,C)
Par définition
M(h7 B) - (h(eia ej))1<i<n =A
1<j<n
est la mgtrice associée a h relativement a B.
Sixz=> 1z et
=1

(2

1 T

T2 — T
X = X =

xn fn

on a

h(z,y) =t XAY =t Y tAX

Si on change de base et A" = M(h, B') avec B’ une autre base de E on a :

/

A" = PAP avec P la matrice de passage de BA B’

Formes hermitiennes et formes quadratiques hermitiennes

Définition 5.2 h € S,(E, C) est dite forme hermitienne sur E si elle vérifie la condi-
tion suivante :

Vr,y € Eh(z,y) = h(y, z)
on note l'ensemble des formes hermitiennes S,(E, C) .

Remarque : S,(E, C) n’est pas un sous espace vectoriel de S,(E, C). Il est seule-
ment un sous groupe de S,(E, C) . En effet si h € Sy(E,C) ah ¢ Si(E, C) en général.
Remarque : i) Si B est une base de E et h € S,(E, C) alors, M (h, B) est hermi-
tienne.
ii) on appelle forme quadratique hermitienne sur E associée a une forme hermitienne
h Vapplication ¢ définie par :

qg F — R

r +— h(z, )
on a la relation suivante entre h et ¢ :

q(xz+y) —qlr —y) N 7;q(:c + iy) — q(x — iy)

h(z,y) = 1 1

5.2 Orthogonalité et isotropie :

Soient F' C E un sous espace vectoriel de F et h € Sy (E, C)
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Orthogonalité :

Définition 5.3 = est orthogonal a y si h(z,y) =0, si F C E, on appelle orthogonal
de F' et on note F*+ l’ensemble défini par :

Ft={xcE/VYyc€Fh(x,y) =0}

on note par la suite N(h) = B+
on dit que h est non dégénérée si N(h) = {0}

Lemme 5.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) h est non dégénérée
it) A= (h(e;,e;))ij est inversible
iti) det(A) # 0

Proposition 5.1 Si h € S,(E, C) est non dégenérée alors pour tout sous-espace F' de

E ona:
dim F + dim F+ =dimE et (FH)t=F

Isotropie :

Définition 5.4 Soit h € Sp(E,C) et F C E
i) Soit v € E, x est dit isotrope si h(z,x) = 0.
i1) L’ensemble F' de E est dit isotrope si

FNF*++#{0}.

Définition 5.5 Soit h € S,(E, C) non dégénérée, pour tout espace F de E, les pro-
positions suivantes sont équivalentes :

1) la restriction de ha F est non dégénérée
2) F est non isotrope

3) FNnF+={0}

4) FoF+=FE

5) F* est non isotrope
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5.3 Bases orthogonales et orthonormales relative-
ment a h.
Soient h € S(E,C) et B = {ey, ey, .....e,, } une base de E.

Définition 5.6 i) B est dite base orthogonale relativement a h si h(e;,e;) =0 sii # j.
i1) B est une base orthonormale relativement a h si

h(ei,ej) = 5ij Vi, j € {1,2, ..... n} .

Remarque : De fagon générale si h € S,(E,C) on a :

q(z) ="' XAX
T T
avec X = ' et X = ’ dans une base de F.
2 T
Par suite .
q(z) = Zaiixi@ + Zaijxia:j
i=1 i#j

Si B est orthogonale relativement a A on a :

2
q(z) = E aii x|
i=1

Si g ou h est de rang r (r < n)

2
q(z) = E aii ||
i—1

Théoréme 5.2 ( Loi d’inertie de Sylvester) Soient E un espace de Banach de
dimension n sur C et h une forme hermitienne de rang r. Soit q sa forme quadratique
hermitienne associée. Il existe alors, une base orthonormée relativement a h et un
couple (p, s) telle que :

p T P T
@)= [zl = 3 |ul* aveepts=r cth(zy) = 2~ > 27,
i=1 i=p+1 i=1 i=p+1

Définition 5.7 Le couple (p,s) s’appelle la signature de q ou de h.
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Inégalités de Schwartz et de Minkowski.
Définition 5.8 Soit h € S,(E,C), on dit que h est positive si

Ve € E, h(z,z) > 0.

Proposition 5.2 Si h est positive alors

V(z,y) € E? |h(z,y)| < [q(x)]% : [q(y)]% (inégalité de Schwartz)

N|=
Nl

Preuve : Si h(z,y) = 0 alors [¢(x)]2 .[¢(y)]” > 0 donc I'inégalité est vérifiée dans

ce cas.
Si h(x,y) # 0 on calcule pour tout A € C:

h(z 4+ Ay, + Ay) = h(z,z) + Wz, \y) + h(Ay, ©) + h(Az, Ay)

= h(z,x) + Mz, y) + M\o(y, ) + Ah(z, y)

En particulier pour A = p
h(z+ Ay,x+ Ay) = h(z,z)+ h(z, \y) + h(Ay, z) + h(Az, \y)

B h(z,y)
= Moo i)

h(x,y)

2 ‘h(% y)‘2
(2, y) [

h(x,y) + h(y,y)

Si h(y,y) # 0 alors
|h(:1:,y)|2 — h(z,z).h(y,y) <0.

Si h(y,y) = 0 alors
Mz, z) +2p|h(z,y)| = 0Vp >0

donc,
|h(z,y)| = 0.

Inégalité de Minkowski.

Soit h € Si(F, C) positive alors,

Va,y € E [q(z +9)]? < (g(2))? + (g(y))?
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5.4 Espaces Préhilbertiens.

Définition 5.9 a) Soient E un espace vectoriel compleze, h une forme hermitienne
sur B on dit que h est un produit scalaire si :

1) h(z,2) >0Vx € E
2) h(z,z) =0 <=2 =0.

b) on appelle espace préhilbertien réel tout R-espace vectoriel muni d’un produit sca-
laire.(La dimension de E est quelconque.). Si sa dimension est finie on dit que E est
un espace euclidien.

Définition 5.10 On appelle espace préhilbertien compleze tout C espace vectoriel muni
d’une forme hilbertienne positive non dégenérée.

Ezercices

Ex 1 : Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur R, B = (e, e9, e3) une base
de E. Soit ¢ : E — R définie par o(r) = 2?2 — 23 + 222 + 27109 — Swox3 — 42173.

a) Montrer que ¢ est une forme quadratiue

b) Déterminer la forme bilinéaire symétrique associée a . Soit b cette forme bi-
linéaire

c) Déterminer la matrice associée a b par rapport a la base B.

d) La forme bilinéaire b est elle dégénérée ? Déterminer son noyau et son rang.

Ex 2 : Lesquelles des expressions suivantes definissent elles des formes
quadratiques, donnez leur forme polaire et la matrice de la forme bilinéaire
associéee :

. _ .2 2

i) q(x) = ] + T1T2 — T1X3 + 3x3T9 — T

i1)q(x) = 11 + 1122 — 123 + 3x3T2 — x%
Ex 3 : Soit ¢ € Q(F) et s € {5(F, K) sa forme polaire. Montrer que

1

s(w,y) = 2 [q(z +y) —q(z —y)].

Ex 4 : Déterminer les vecteurs isotropes de la forme quadratique ¢ sur R3.
q(z) = 2% + 325 — 825 — 4w 1wy + 21173 — 10237,

Ex 5 :Soit £ = R?
q: E —R

T = a3 — 27119

i) Montrer que ¢ est une forme quadratique.
ii) Ecrire la matrice associéee a ¢ dans la base canonique de E.
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iii) Déterminer le noyau et le rang de q.
iv) Déterminer I’ensemble des éléments isotropes de g.
Ex 6 : Soit F = R*

f: ExE >R
(,y) = 2y1 + T2y2 + T3Ys — Tals

i) Déterminer le rang de f.
i) Soit
F={z€FE, ©1=ux9et x3=u14}

Déterminer F'*+ et F'N F*, que peut on conclure pour F.

5.5 Procédé d’Orthogonalisation de Schmidt

On va voir qu'une base quelconque de E peut étre orthogonalisée, c’est a dire
transformée en une base orthogonale.

Proposition 5.3 A partir d’une base {v;} quelconque d’un espace euclidien E, on peut
construire une base orthonormée {e;} .

Preuve : on va d’abord construire une base orthogonale {u;}, puis la normer par
Uy
€= —.
s |
On commence par prendre u; = v;.
On cherche ensuite us orthogonal a u; de la forme us = vy + Ajuypour un A; bien
choisi

ug L up = (v + Mug) L g

<U2’ u1>

.
e

(vg,u1) + A\ ||U1||2 =0= A\ =—

Ce \; ainsi calculé donne us.
On cherche us de la méme facon

U3 = V3 + AU + Aaus avec uz L uq et uz L us
et A1, Ay a trouver, ce qui implique

(U3 + A\ug + /\QUQ) 1 (’l =1, 2)

(Ug + /\QUQ) 1 U9 et (Ug + >\1U1) 1 (A

d’ou
<U37 U2>

s, U2)
[[us |

(vs, u1)

- 2
[Jual]

>\1: et>\2:
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[térativement on détermine tous les u;.
On a maintenant la récurrence : supposons avoir construit wj,ug;......,up—1. On
trouve le p-ieme élément u, de la base en posant

p—1
Up = Up + Z)\Zul
i=1
et on impose que u, L u,, r =1,2,...... ,p—1, dou

<Up=ur>
— .
]

On montre que les {u;} ainsi engendrés forment une base. il ne reste qu’a les normer
U; .

en posant e; = ﬁ pour tout .
Ui

Exemple : Dans R* muni du produit scalaire canonique, cherchons & orthogonaliser
la base v; = (1,1,0,0), v; = (1,0,—1,1) et v3 = (0,1,1,1) de la base engendrée par
ces trois vecteurs.

r =

v (1,1,0,0)
| \ ol = V2 |
On cherche en suite us orthogonal a u; de la forme uy = v9 + A\juipour un A; bien
choisi

On commence par prendre u; = v; = (1,1,0,0). et e; =

Uy L ug = (UQ + )\1%1) 1 uy

- ) _ 1
Vg, U
<U2,U1>+)\1 ||U1||2:O:>)\1 = — 2 ; —5
[[n |
1 1 2
Ce A; ainsi calculé donne uy = (—, ——,—1, 1) et ey = 2 —Usy
2" 2 luafl V5

On cherche ug de la méme facon
Uz = U3 + >\1U1 + )\QUQ avec Uus L Ui et us 1 U9
et A1, Ay a trouver, ce qui implique

(Ug + )\1'LL1 + )\QUQ) 1 Uy (2 = 1, 2)

S
(v3 + Aqug) L ug et (vs + Ajug) L uy
d’ou
A\ = _<U3,U;> _ Ly Ny = _<U37U§> _ L
[ | 2 KT R

2246
Ainsi Uz = U3 + )\1U1 + )\QUQ = (—g, 5, g, g) et €3 =
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FEzercices :

Ex 1 : En utilisant le méthode de Gauss et en discutant suivant les valeurs du
parametre A € R, décomposer en combinaison linéaire de carrés de formes quadratiques
indépendentes, la forme quadratique ¢ définie par

q(z,y, 2) = 2% + 22y + Ay + 2 \yz + 2

Dans chaque cas on donnera le rang et la signature de q.

Ex 2 : Soit By = (ey, €3, €3) la base canonique de R?

q : R? — R définie par q(z,y,2) = 22 + y* — 2°

i) Soit f la forme bilinéaire symétrique associée a ¢. Calculer f(X,Y) pour X et YV
€ R3.

ii) Vérifier que By est orthogonale pour f, et trouver la matrice A représentant f
dans By.

iii) La forme f est elle dégénérée

Ex 3 : Soit E = C? . Pour z = (71, 23) et y = (y1,v2) de E on définit f(x,y) =
T1Yqy + 1227 .

a) Montrer que f est une forme sesquilinéaire sur E.

b) Montrer que f n’est pas une forme hermetienne sur E.

Ex 4 : Soit E = C? . Pour z = (71, 22) et y = (y1,v2) de E on définit f(x,y) =
1Yy + T2l

a) Montrer que f est une forme hermetienne sur E. Est elle positive ?

b) Déterminer son noyau , est elle dégénérée ?

Ex 5 :On considere R? muni de la structure euclidienne canonique.

a) Déterminer une base de R?, orthonormale pour le produit scalaire et orthogonale
relativement a la forme quadratique g définie par x = (x1, 22, x3) ; ¢() = xox1 + 2371+
ToT3.

b) Méme question pour la forme quadratique définie sur R? par q(z) = 227 + 22 +
13 — 6z9m1 + 4x37) — 47973

Ex 6 Soit F un espace vectoriel Euclidien de dimension finie et © un opérateur
orthogonal sur E. On pose

F={xeF ulx)=z} et G={y—uly), y € E}.

Montrer que F' et GG sont des sous espaces supplémentaires et orthogonaux de F.
Ex 7 Soit E = R[X],
i) P € E, Montrer que

/0 " exp (=) Pla)dz

est convergente.
ii) Montrer que

(P,Q) = / " exp (—a) P(2)Q(x)dz
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est un produit scalaire sur E.

iii) Qo, Q1, ..., Qn, .. des polyndémes obtenus par orthonormalisation des polynomes
1, X, X2, ..., X", ..

Montrer que pour tout entier n, il existe un scalaire \, tel que

n

Qn(z) = Apexp x%(exp (—x)z™).



Chapitre 6

Endomorphismes Particuliers

6.1 Endomorphismes Orthogonaux

On étudiera ici les endomorphismes f d’un espace euclidien qui conservent la norme
des vecteurs, c’est a dire ||f(x)| = ||z] pour tout z.

Définition 6.1 Soit f € ((FE), E un espace euclidien de dimension n. On dit que f
est un endomorphisme orthogonal ou une transformation orthogonale si

Yo,y € B, (f(2), f(y)) = (z,y).

Proposition 6.1 Soit f € ((F), les propriétés suivantes sont équivalentes :
i)
Va,y € B, (f(z), f(y)) = (z,y).
i)
Ve e E, [|f(z)] =[]

i) La matrice A de f dans une base orthonormée vérifie ATA = AAT =1 (auquel cas
det A=1 oudet A= —1 et A est inversible).

Preuve : Sans difficulté . i) = i7) est évident. Pour montrer que ii) = i) on
utilise la relation entre la norme et le produit scalaire. On montre sans difficulté que

Exercice : Montrer que A est la matrice d'un endomorphisme orthogonal dans une
base orthonormée si et seulement si A~! = AT,

Proposition 6.2 f est orthogonale si et seulement si elle transforme toute base ortho-
normée en une base orthonormée. (Il suffit qu’une base orthonormée soit transformée

en une base orthonormée).

Preuve : On utilise le fait que f, est inversible, transforme une base en une base.

74
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Définition 6.2 Une matrice A € M,(R) est dite orthogonale si ATA = AAT = I.
Pour n donné, l'ensemble des matrices orthogonales d’ordre n est noté O(n,R).

O(n,R) = {A € M,(R), ATA=AA" =1}

Cet ensemble a une structure de groupe, c’est a dire :
i)
A, BeO(n,R)= AB € O(n,R)
I € O(n,R).

iii) A € O(n,R) = A~ € O(n,R)

On appelle O(n, R) le groupe orthogonal ; cet ensemble est donc I'ensemble des ma-
trices des endomorphismes orthogonaux dans des bases orthogonales. Le sous-ensemble
des matrices de O(n,R) dont les déterminants sont égaux & +1 est aussi un groupe
dit groupe special orthogonal ou aussi groupe des rotations. Ce sous ensemble est noté
SO(n,R)

Remarque : Dire que ATA = AAT = T est équivalent & dire que les colonnes (ou
les lignes ) de A sont orthonormées, ce qui n’est pas étonnant puisqu’une telle matrice
A représente la matrice d'un endomorphisme orthogonal f et f transforme une base
orthonormée en une base orthonormée.. On notera que la matrice de passage d’une
base orthonormée en une base orthonormée est orthogonale.

Exemple :

A

I
DO
DO
|
—

est orthogonale.

Le groupe orthogonal O(2,R)

On s’intéresse ici aux transformations orthogonales f de R2. Pour qu'une matrice

-(24)

de f (' dans une base orthogonale) soit orthogonale, il faut que les deux colonnes soient

normeées
A+ =1 et +d?=1

et orthogonales
ab+cd = 0.

On montre sans difficulté que ces contraintes équivalent aux relations

c=V1—a2 b= (—1)""V1-a2 d=(-1)a:
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a (=111 — a?b
V1—a? (—1)*a

ol k prend n’importe quelle valeur entiere. Bien str il n” y a que deux cas de figures,
selon que k est pair ou impair.

Cette forme pour A montre que nécessairement |a| < 1. On peut donc écrire a sous
la forme : a = cos#, d’ou

A:

cosf) (—1)k*lsinf
A= , avec k pair ou impair.
sinf  (—1)%cosf
On remarque que k pair=— det A = 1; k impair—> det A = —1.
Proposition 6.3 Soit A € O(2,R). Si k est pair, alors det A =1 et

cosf —sinf
A f—
sinf cos®

représente une rotation d’angle 0 et de centre O (6 est dit angle non orienté). Si k est
impair, alors det A = —1 et

cosf sinf
A=
sinf —cosf

, . \ L 0
représente une symétrie orthogonale par rapport a la droite d’angle polaire 3

Le groupe orthogonal O(3,R)

Proposition 6.4 Soit un endomorphisme orthogonal f de matrice orthogonale A dans
une base canonique B = (e, e, e3) de R3. Il existe alors une autre base orthonormée
U = (uy,us,u3) telle que la matrice A’ de f dans cette base soit de la forme :

cos@ —sinf 0
A= sinf® cosf 0

0 0 €

ove=1sidet A=1, c’est a dire A € SO(3,R) et e = —1 si det A= —1, c’est a dire
A ¢ SO(3,R).



CHAPITRE 6. ENDOMORPHISMES PARTICULIERS 7

Endomorphismes (auto)adjoints

Définition 6.3 Soit f € ((E), E un espace euclidien de dimension n. Il existe un et
un seul endomorphisme f* de E tel que

Yo,y € B (f(x),y) = (z, [*(y))-

f* est dit adjoint de f. Si dans une base orthonormée les matrices de f et f* sont
notées A et A*, respectivement, alors A*=A" : dans une base orthonormée la matrice
de 'adjoint f* est la transposée de la matrice de f.

Proposition 6.5 Pour tout endomorphisme f sur un espace euclidien E, et pour tout
scalaire \, on a :
a) f* = f; id" =1id

b) (f+9) =f+4g M) =X (fog) =gof
c) rg(f) =rg(f*), det f*=det f

Preuve : C’est simple des qu’on se place dans une base orthonormée ; dans ce cas
les matrices de f et f* sont A et AT respectivement.

Comme les matrices orthogonales A vérifient AAT = I, on conclut que les endo-
morphismes orthogonaux f sont ceux qui vérifient f o f* = id.

Définition 6.4 Un endomorphisme [ dans un espace euclidien est dit autoadjoint s’il
est €gal a son adjoint f*, c’est a dire

Yo,y € B, (f(x),y) = (=, f(y))-

Dans une base orthonormée la matrice A d’'un endomorphisme autoadjoint f est
égale & sa transposée AT, d’ott A est symétrique. C’est pourquoi un endomorphisme
autoadjoint sera également dit symétrique.

Théoréme 6.1 Soit f un endomorphisme symétrique. Alors :

i) Les valeurs propres de f sont toutes réelles.

i1) f est diagonalisable.

ii1) Les sous-espaces propres de f sont deuz a deux orthogonaux. On peut donc construire
une base orthonormée de vecteurs propres en choisissant une base orthonormée dans
chaque espace propre.

En termes de matrices, ces résultats montrent que toute matrice réelle et symétrique
est diagonalisable dans R et les espaces propres sont ortogonaux deux a deux pour le
produit scalaire canonique de R".

FErercices
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Ex 1) Montrer que si A € O(n,R) = A~! = AT puisque chaque terme de A est
égal a son cofacteur si det A = 1, a 'opposé du cofacteur si det A = —1.

Ex 2) Soit f un endomorphisme orthogonal d’un espace euclidien E.

a) Montrer que ker(f —id) = Im(f —id)T.

b) Montrer que si (f —id)? = 0 alors Im(f — id) C ker(f — id).

c¢) Déduire de a) et b) que si (f —id)* = 0 alors f = id

Ex 3) Vérifier que les deux matrices données ci dessous sont orthogonales, puis
donner dans chaque cas I'axe autour duquel se fait la rotation. Préciser la nature de la
transformation et donner une matrice de passage entre la base canonique et la base U.

2 2 -1 0 1 O
1
-1 -1 2 2 0 0 -1
3 Y

2 -1 2 -1 0 O

Ex 4) Montrer que pour toute matrice carrée on a (A~1)" = (AT) ~! Montrer quune
matrice A est symétrique si et seulement si il existe une matrice orthogonale P et une
matrice diagonale D telles que A = PDP~1
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